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Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Geraden/Ebenen

Aufgabe: Erlautere, wie eine lineare Gleichung erkennen lasst, welche jeweilige Lagebeziehung
zwischen einer Ebene und einer Gerade (Gerade als Teil der Ebene, Parallelitat, Schneiden) im
dreidimensionalen Vektorraum besteht. Die Ebene sei dabei in Koordinatenform gegeben, die Ge-
rade in Parameterform.

Lésung: |. Fir eine Ebene E in Koordinatenform mit:
E: axq + bxo +cx3 =d
und eine Gerade g in Parameterform mit:

o | ” u,
g: x=|p, |tu,
Ps Us

ermittelt sich die (jeweilige) Lagebeziehung zwischen Ebene und Gerade vermdge der folgenden
Vorgehensweise:

Die Parameterform der Geradengleichung wird in ihre Komponenten zerlegt, so dass mit

I P U
X=|x, |=| p, |+t u, | gilt: Xy = p1 + tuy, X2 = P2 + tuz, X3 = p3 + tus. Einsetzen von X4, Xz, X3 in die
X3 Ps Uy

Koordinatengleichung der Ebene E: ax; + bx, +cx3 = d ergibt mithin die lineare Gleichung:
a(ps + tuy) + b(p2 + tuz) + c(ps + tuz) =d (¥)
mit unbekanntem Parameter t. Die Gleichung (*) kann nach t umgestellt werden:

a(ps + tuy) + b(p2 + tup) + c(p3 + tuz) =d (Klammern auflésen)
ap: + aust + bp, + bust + cps + cust =d (Zusammenfassen)
ap: + bpz + cps + auqt + bust + cust = d (Ausklammern)

|

(ap1 + bpz + cps) + (auq + buy + cus)t = d -(ap1 + bpz + cps)

(auy + buz + cuz)t =d — (aps + bpz + cpa) (*%).
Wir beachten, dass es sich bei den Termen au; + bu, + cus und ap; + bp, + cp; um die Skalarpro-
a) (u,

dukte von Ebenen-Normalenvektor und Geraden-Richtungsvektor | b |Ulu, | bzw. von Ebenen-

c) \u,
a P

Normalenvektor und Punkt-Ortsvektor | b |l p, | handelt. Es folgt nun:
C) \ D3

a) Die Gleichung (**) ist nach t auflésbar, wenn au; + bu, + cuz # 0 gilt; die Lésung lautet dann:

t= d —ap, —bp, —cp,
au, +bu, +cu,

so dass sich bei Einsetzen von t in die Geradengleichung von g der Schnittpunkt S zwischen Ebe-
ne und Gerade ergibt geman:
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P U,

- d—ap, —bp, -
0S=|p, |+ ap, —bp, —p; w. | =
au, +bu, +cu,
P Uy
d—-ap, —bp, —cp d—-ap, —bp, —cp d—-ap, —bp, —cp
S(p, + | py + | ps ;).
au, +bu, + cu, au, +bu, +cu, au, +bu, + cu,

b) Gilt au; + bu, + cuz = 0 und d — (aps + bp2 + cps) # 0, so stellt Gleichung (**) einen Widerspruch

dar; Ebene und Gerade schneiden sich nicht und sind zueinander parallel.

c) Gilt au; + bu, + cuz = 0 und ebenfalls d — (ap; + bp2 + ¢cp3) = 0, so ist Gleichung (**) die Glei-
chung: 0 = 0, die fur alle reellen t |I6sbar ist (unendlich viele Lésungen). Die Gerade g liegt somit

auf (in) der Ebene E.

[l. Zusammenfassung: Fir eine Ebene E in Koordinatenform mit:
E: axq + bx, +cx3 =d
und eine Gerade g in Parameterform mit:

o | ” u,
9: x =| p, |tiu,
Ps U,

ergibt das Einsetzen der Geradenkomponenten von g in die Ebenengleichung von E die lineare
Gleichung:

a(ps + tuy) + b(pz + tup) + c(ps + tusz) = d < (auy + buy + cuz)t = d — (apy + bp2 + cps)
mit:

a) au; + bu, + cuz # 0 => Gleichung: * = (*) =>

Ebene und Gerade schneiden sich im Schnittpunkt mit: {S} = gNE

b) aus + bu, + cuz = 0, d — (ap; + bp2 + cps) # 0 => Gleichung: 0 = * =>
Ebene und Gerade sind parallel: g || E

C) aus + buy + cuz = 0, d — (apy + bp2 + cp3) = 0 => Gleichung: 0 = 0 =>
Gerade liegt auf (in) der Ebene E: g UJ E

(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

[1l. Wir figen noch Beispiele an:

2 0
a) Die Gerade g: x =| 2 |+t 4 | und die Ebene
0 5

E: 2x; + X» + X3 = 15 schneiden sich im Schnitt-
punkt S(2|6|5) (QNE = {S}), denn es gilt:
g->X1=2,X=2+4t, x3=5t->E ->

22+ (2+4t) +5t=156+ 9%t =15
9Gt=9t=1->

(2 0) (2
0S=|2|+104 |=| 6 | => S(2/6]5).
0 5) |5
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1 -2
b) Die Gerade g: x =| —1|+¢/ 1 | und die Ebene
3 0

E: 2x1 + 4x> + 3x3 = 12 sind parallel und verschie-
den (g || h, g # h) auf Grund von:
g>x1=1-2t,x0=-1+t,x3=3->E ->

2(1-2t) + 4(-1+1) + 3-3=12 &
2-4t-4+4t+9=12 & 7 =12 (falsche Aussa-
ge).

-1 3
c) Die Gerade g: x =| 4 |+¢ —2 | liegt auf der
5 -4

Ebene E: 2x; + 3xo = 10 (g U E) wegen:
g->X1=-143t, X0 =4 -2, x3=5-4t->E >
2(-1+43t) + 3(4-2t) =10 -2+6t+12-6t=10 &
10 = 10 (wahre Aussage).
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