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Aufgabe : Berechne, falls existent, den Grenzwert:

im 7x3 —2x* + X
x>w  x*—Bx

1. Losung : I. Allgemein gilt fir Grenzwerte von gebrochen rationalen Funktionen f(x):

Grenzwerte be i gebrochen rationalen Funktionen

ax"+a _x""+..+ax+a
n n-1 al 0 (m,naNo)

Gebrochen rationale Funktion: f(x) = T
b, x™ +b, X" +...+bXx+b,

I. Gebrochen rationale Funktionen sind auf ihnrem Definitionsbereich D stetig, d.h. es gilt fir jedes XqeDx:
lim f(x)=Ilim f(x) = lim f(x) = f(x,)
X=>%y X=>Xg X=>Xy
X<X0 X>X0
mit der Ubereinstimmung von allgemeinem, linksseitigem, rechtsseitigem Grenzwert mit dem Funktionswert.

II. Daneben existieren auch Grenzwerte fiir x -> £« indem der Bruch der gebrochen rationalen Funktion f(x)
durch die hochste Potenz des Nenners gekirzt wird, gemal:

fim f(x)= lim g X" +a, X"+ ax+ay _ lim aX""Ha, X rax T +aX "
x=>%e x>zl XM+ X"+ +bx+b, > b o+b X+ +bx " +bx "
a, lim x"™"+a,, lim X"+ +a lim X +a, lim x™

by, + by M X7+ .4y fim X7 +by lim X7 -

a,[0+a _ [0+..+a [0+a, [0

b, +b,, 0+..+b [0+Db, [0
a,1+a,,[0+..+a [0D+a,[0

b, +b,, O+..+b [O+b, [0
Die uneigentlichen Werte x = £« sind dabei Randstellen des Definitionsbereichs D; der Funktion f(x).

=0 (falls n <m)

an

(falls n =m).

m

lll. Die Grenzwerte fiir x -> += existieren auch geman der Regel:
>0 fallsn<m

n n-1
a, X" +a, X"t +. . +ax+a,
b, X" +b, X" +...+bXx+Db,

-> A fallsn=m
m
-> too falls n > m,
d.h. die Grenzwerte sind reelle Zahlen im Fall, dass die gebrochen rationale Funktion eine waagerechte
Asymptote als Grenzkurve besitzt.

F(x) =

m-1

Grenzwerte bei gebrochen rationalen Funktionen

} 7x% - 2x* +x : : iy P
II. Das Kirzen des Bruchs 4—5 durch die (gleiche) hdchste Potenz x™ beim (Z&hler und)
X" — 59X
Nenner fuhrt auf:
7 , .1
=24+ -2+ —
i X2 X X 2+ 5 mo-2+im s 0-2+0_
—>00 4 —_— - —>00 - - —_ -
x x* —5x x _ 33 1 lim 33 1-0
X X=>e ¥
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[ll. Eine weitere Moglichkeit der Grenzwertbestimmung ist die nachstehende: Die gebrochen ratio-
7x3 = 2x* +x
x* —5x
f,(X) =7x% —2x* + x = -2x* + 7x® + x und dem Nennerpolynom f,(x) = x* —5x. Beide Polyno-
me haben denselben Grad 4, so dass die Funktion f(x) eine waagerechte Asymptote besitzt und

fur den gesuchten Grenzwert gilt:

nale Funktion f(X)= besteht als Bruch von Polynomen aus dem Zahlerpolynom

2. L6sung : I. Allgemein gilt fur Grenzwerte einer gebrochen rationalen Funktion f(x):

Grenzwerte bei gebrochen rationalen Funktionen

ax"+a x"t+.+ax+a
n n-1 al 0 (m,nsNo)

Gebrochen rationale Funktion: f (x) = )
b, x™ +b,_, X" +...+bXx+b,

I. Gebrochen rationale Funktionen sind auf ihnrem Definitionsbereich D stetig, d.h. es gilt fir jedes XqeDx:
lim f(x) =Ilim f(x)=lim f(x) = f(X,)
X—>X0 X—>X0 X—>X0
X<Xo X>Xo
mit der Ubereinstimmung von allgemeinem, linksseitigem, rechtsseitigem Grenzwert mit dem Funktionswert.

Il. Fur alle Randstellen des Definitionsbereichs Ds der gebrochen rationalen Funktion f(x), die auf dem Defini-

tionsbereich auch differenzierbar ist, gilt die Regel von de I'Hospital. Undefinierte Ausdriicke vom Typ L0
0

oder , ® “ lassen sich im Fall ihrer Existenz damit errechnen vermdge der ldentitét:

00

(X (X

lim (3 = lim 1'( ),

= 1,00 = T, (9
wobei firr die differenzierbaren Funktionen f (x)=a,x" +a, X" +...+ ax+a, (Zahlerpolynom der ge-
brochen rationalen Funktion f(x)) und f,(x)=b x™+b_,x™" +..+bx+b, (Nennerpolynom der gebro-

chen rationalen Funktion f(x)) die Bedingung fi(Xo) = f2(Xo) = O fur xeeR oder xo = oo gilt (die uneigentlichen
Werte £ sind also zugelassen).

Grenzwerte bei gebrochen rationalen Funktionen

II. Durch mehrfaches Anwenden der Regel von de I'Hospital (Terme vom Typ S22 jeweilige Ablei-
0

tungen des Zéahlers und des Nenners) folgt hinsichtlich des zu bestimmenden Grenzwerts:

T =2xM+x . 213 -8xP+1 . A2x—24x* . 42-48x . -48
I|m4—=llm3—=l > =lim =lim =
x>e X' =BX  @x>e Ay =5  @x>e 19X @x=>0 24X 2 x—>e 24

0 00

—2.

Nattrlich kénnen die bei der Rechnung auftretenden Briiche auch, falls méglich, gekirzt werden;

also:
T =2xM v x L TXP=2x3+1 . 14x-6x® . 14-6Xx
lim —————=lim ————=lim ————=lim

x>0 x*—Byx  x>e  xP-5  ex>e 3y x>0 3 =

[

im—%=_2.
X—> 3

00
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