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Michael Buhlmann 
 

Mathematikaufgaben  
> Analysis 
> Grenzwerte von Funktionen/Unstetigkeit 
 
 
Aufgabe : Zeige: Die Funktion 
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ist an der Stelle x = 0 unstetig. 
 
Lösung : I. Eine Funktion f: Df -> R mit y=f(x) ist stetig an einer Stelle x0εDf, wenn für jedes ε>0 ein 
δ>0 existiert, so dass aus |x – x0| < δ die Beziehung  

|f(x) – f(x0)| < ε  
folgt, d.h. wenn gilt:  
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Funktionsgrenzwert, linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert müssen im Fall der Stetigkeit über-
einstimmen und gleich dem (somit an der Stelle x0) definierten Funktionswert sein. Existiert der 
Funktionsgrenzwert, so auch der links- und rechtsseitige Grenzwert, die dann gleich sind. Existie-
ren der links- und rechtsseitige Grenzwert und sind gleich, so existiert auch der Gesamtgrenzwert 
und es gilt Gleichheit. Das logische Gegenteil von Stetigkeit an einer Stelle x0 ist Unstetigkeit. 
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III. Um die Unstetigkeit der Funktion f(x) an der Stelle x0 = 0 nachzuweisen, betrachten wir zu-
nächst die Folge der Stellen xn mit f(xn) = 1. Es gilt:   
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xn , n ganzzahlig. 

 
Die Folge (xn)nεN ist konvergent und eine Nullfolge (mit Grenzwert 0); d.h. für jedes δ > 0 findet sich 
ein n0, so dass |xn| < δ für alle n>n0 gilt. Hingegen lässt sich kein beliebig kleines ε>0 finden, so 
dass |f(xn)–f(x0)| < ε gilt. Es gilt vielmehr wegen f(xn) = 1 und f(x0) = f(0) = 0:  
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so dass die Folge (xn)nεN eine Folge von Funktionswerten (f(xn))nεN erzeugt, deren Grenzwert 1 ist. 
Damit gibt es ε>0 mit ε≤1, so dass für jedes δ > 0 es ein xn gibt mit: |f(xn)–f(x0)| ≥ ε. Dies ist aber 
die Negierung der Definition von Stetigkeit. Die Unstetigkeit von f(x) ist damit nachgewiesen und 
lässt sich im Übrigen für alle Folgen (xn)nεN mit f(xn) = a, -1≤a≤1, a≠0, nachweisen. 
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