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Aufgabe : Berechne den Grenzwert:

lim (x* =D sin? x+ (x* +1) cos® x
x=> x> +x+1 '

Losung : I. Allgemein gilt fir Grenzwerte von gebrochen rationalen Funktionen f(x):

Grenzwerte bei gebrochen ration alen Funktionen

ax"+a_x""+.+ax+a
n n-1 al 0 (m,naNo)

Gebrochen rationale Funktion: f(x) = T
b, x™ +b, X" +..+bXx+b,

I. Gebrochen rationale Funktionen sind auf ihnrem Definitionsbereich Ds stetig, d.h. es gilt fir jedes XqeDx:
lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = f(X,)
X=>%y X=>Xg X=>Xy
X<X0 X>X0
mit der Ubereinstimmung von allgemeinem, linksseitigem, rechtsseitigem Grenzwert mit dem Funktionswert.

II. Daneben existieren auch Grenzwerte fir x -> £« indem der Bruch der gebrochen rationalen Funktion f(x)
durch die hochste Potenz des Nenners gekirzt wird, gemali:

lim f(x)= lim ax"+a X"t +..+ax+a, _ lim ax"M+a X"+ +ax "M +ax"
x>0 x>z XM +b X"+ L +bX+b, x> b +b XL b X+ x T
a, limx"™™+a _, limx"" ™+ +a limx ™™ +a, lim x™"

n X—>to0 n-1 X—>to0 al X—>t00 ao X—>t00 —

b, +b , limx™*+..+b limx " +b, lim x™"

X—>kc0 X—>kc0 X—>t00
a,[0+a _[0+..+a [0+a,[0
b, +b,, 0+...+b [0+Db, [0
a,1l+a,,[0+..+a [0D+a,[0
b, +b,, O+..+b [0+b, [0
Die uneigentlichen Werte x = £« sind dabei Randstellen des Definitionsbereichs D; der Funktion f(x).

=0 (falls n <m)

— (falls n =m).

m

lll. Die Grenzwerte fiir x -> += existieren auch geman der Regel:
>0 fallsn<m

n n-1
a, X" +a, X"t +. . +ax+a,
b, X" +b, X" +...+bx+b,

> & fallsn=m
m
-> too falls n > m,
d.h. die Grenzwerte sind reelle Zahlen im Fall, dass die gebrochen rationale Funktion eine waagerechte
Asymptote als Grenzkurve besitzt.

f(x)=

m-1

Grenzwerte bei gebrochen rationalen Funktionen

Es folgt noch: Ist f(x)= c(x) mit c(X) als beschrankter Funktion, d.h.:
b, x™ +b, X" +...+bXx+b,

[c(X)| < c fur ein gewisses positives reelles ¢, dann gilt:

lim f(x)= lim e = lim ‘ =0

X=>to0 x> XM +b X" L+ X+Dhy x> b x™ +b X + .+ b X+ Db,
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2 4 2 2
. X =1)sn° x+ (x° +1)cos” x
II. Der Grenzwert lim ( ) ( )

> lasst sich wie folgt berechnen:
X=>0 X“+x+1

(x> -=1)sin® x+ (x* +1)cos® X _ lim x?(sin® x+cos® X) —sin® x + cos® X _

lim

x> x>+ x+1 x> X? +x+1
. x?-sin®x+cos*x .. x?*+1-2sin*x .. X2 +1 . 2sin?x
lim > =lim > =i 5 — i 5 =,
X=>00 X*+Xx+1 x>e X"+ X+1 x>0 X7+ X+]1 x> XS+ X+1

2
. X“+1 . 2
lim————-lim——=1-0=1

x=>o X2+ X+1 x>e X2+ x+1
auf Grund der trigonometrischen Beziehung: sin*(x)+cos*(x) = 1, der Grenzwertregeln fiir gebro-
chen rationale Funktionen und der Abschatzung: |2-sin’(x)| < 2 (<= -1 < sin(x) < 1).
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