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Mathematikaufgaben
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> Geraden/Punkte

Aufgabe : Beschreibe eine Vorgehensweise, auf welche Weise im dreidimensionalen Vektorraum
der Abstand zwischen einer Geraden und einem nicht auf der Geraden liegenden Punkt zu ermit-
teln ist.

b)) (u
1. Lésung : Die Gerade g sei von der Form: g: X = b+tu =|b, [+t| u, |, der Punkt A habe das
b3 u3

Aussehen A(a;|az|as)L1g. Dann gilt das LotfuRpunktverfahren mit folgender Vorgehensweise:

1) Jeder ,Jlaufende Punkt* F, auf der Geraden g hat die Form Fy(b;+tu,|b,+tu,|bs+tus)eg.
2) Der Differenzvektor zwischen den Punkten A und F, hat das Aussehen:

b1+tu1 =l b1+tu1_a1

->

AF, =|b, +tu, |-|a, |=| b, +tu, —a, |.
b, +tu, a, b, +tu, —a,

3) Der Abstand zwischen der Geraden g und dem Punkt A kann dann ermittelt werden, wenn der
Differenzvektor zwischen den Punkten A und F; senkrecht auf der Geraden, d.h. auf dem Rich-
tungsvektor der Geraden steht, also mit Hilfe des Skalarprodukts:

o b1 U, —a |y
AF[U =| b, +tu, —a, | U, [=0 (¥
b, +tu, —a, )\ u,

Das Auflésen des Skalarprodukts in Gleichung (*) ergibt dann:
Up(bs + tuy — ag) + uy(by + tu, —a&y) + ug(bs +tuz —az) =0 &
t(Ulz‘*‘Uzz"‘Usz) = Uy(a1-by) + ux(az-by) + uz (as-bs) <=
to = t = [u1(a1-b1) + Uz(8s-b2) + U3 (as-ba))/(us*+u,*+us’).
Mit t =ty ergibt sich der LotfuBpunkt F(b;+tous|bo+tous|bsttous) auf der Geraden g zum Punkt A ge-
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-> - -> bl ul
maR: OF = b+t,u =|b, [+t u,
b3 u3

4) Als Abstand zwischen der Geraden g und dem Punkt A ergibt sich schlie3lich:

_ bl +iou, — &
d(A,9) = |AF| = bz ttu, —a, | = \/(bl +1ioUy _31)2 + (bz +1,U, —82)2 + (bs +1,U, _a3)2 .
bs +1U; —ag
> -> -> bl ul
2. Losung : Die Gerade g sei von der Form: g: x =b+tu =|b, |+t| u, |, der Punkt A habe das
b3 u3

Aussehen A(a;|az|as) LIg. Dann gilt das Hilfsebenenverfahren mit folgender Vorgehensweise:

1) Mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor kann eine Hilfsebene Ey durch den
Punkt A gebildet werden, die senkrecht auf der Geraden g steht, also:

- => - =>

En: uX = ulOA.

In Koordinatenform lautet die Hilfsebene:
En: UiXy + UpXo + UgXs = Ujdy + Upay + Uzas (¥).
2) Wir lassen die Hilfsebene E4 mit der Geraden g (senkrecht) schneiden. Einsetzen der Kompo-
nenten x; = by + tuy, X, = b, + tu,, X3 = bz + tusz der Geraden g in (*) fuhrt auf die Gleichung:
Us(by + tug) + uy(by + tuy) + us(bs + tus) = uia; + Uza, + Usas &
t(Us*+U"+Us’) = ug(as-by) + Up(82-by) + Us (ag-bs) &
to = t = [uy(a1-by1) + Ux(az-bo) + us (aS'bs)]/(U12+U22+U32)-
Mit t =ty ergibt sich der LotfuBpunkt F(b;+tous|bo+tous|bs+tous) auf der Geraden g zum Punkt A ge-

-> - -> bl ul
maR: OF = b+t,u =|b, [+t U,
bS uS

3) Fur den Abstand zwischen der Geraden g und dem Punkt A folgt schlie3lich:

N b1+t0u1_a1
d(A,9) = |AF| = bz ttu, —a, | = \/(bl +1oU, _a1)2 + (bz +1,U, —82)2 + (bs +1,U, _a3)2 .
bs iUy — 8,
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b (u
3. Lésung : Die Gerade g sei von der Form: g: X =b+tu =|b, |+t| u, |, der Punkt A habe das
b3 u3

Aussehen A(a;|az|as)L1g. Dann gilt das Verfahren mit einer Abstandsfunktion mit folgender Vorge-
hensweise:

1) Jeder ,laufende Punkt* F, auf der Geraden g hat die Form Fy(b;+tu,|b,+tu,|bs+tus)eg.
2) Der Differenzvektor zwischen den Punkten A und F, hat das Aussehen:

B b1+tu1 al b1+tu1_a1
AF, =|b, +tu, |-|a, |=| b, +tu, —a, |.
b, +tu, a, b, +tu, —a,

T(tld(ty)

3) Der LotfuBpunkt F auf der Geraden g liegt dann vor, wenn die Abstandsfunktion zwischen dem
Jlaufenden Punkt* F; der Geraden g und dem Punkt A minimal wird, wenn also die Abstandsfunkti-
on einen Tiefpunkt hat. Die Abstandsfunktion d(t) kann ermittelt werden als:

~ b, +tu, —a,
d(t) = |AR|=| b, +tu, —a, :\/(b1+tu1_al)2+(b2+tu2_az)2+(b3+tu3_a3)2
b, +tu, —a,

Die Abstandsfunktion d(t) ist minimal, wenn d‘(t) = 0, also:
2u1(b1 +1iu, _al) + Zuz(bz +1iu, - az) +2u3(b3 +1u, _ae)
2(b, +tu, =,)° + (b, +1u, ~a,)" + (b, +tu, ~a,)°
2ul(bl +1u, _31) +2u2(b2 +1u, —8.2) + 2U3(b3 +1u, _as) =0 ®
ul(bl +iu, _31) +U2(b2 +1iu, _az) +u3(b3 +1u, _aa) =0 ®
t(u12 +U§ +u§)+u1(b1 _a1)+u2(b2 _a2)+u3(b3 _as) =0 ®

t(u12 +U§ +U§) = ul(al _bl) +u2(a2 _bz) +u3(a3 _bs) e
t = ul(al _bl) +u2(a2 _bz) +U3(8.3 _b3)
uZ +ul +u?

=0 &

d'(t) =

t, =

Mit t =ty ergibt sich der LotfuBpunkt F(b;+tous|bo+tous|bsttous) auf der Geraden g zum Punkt A ge-

- -> - bl ul
maR: OF = b+t,u =| b, [+t,| u, |.
b3 u3

4) Als minimale Entfernung und Abstand zwischen der Geraden g und dem Punkt A ergibt sich:

N b, +tou, — &
d(A,9) = |AF| = bz ttu, —a, | = \/(bl +1iU, _a1)2 + (bz +1,U, —82)2 + (bs +1,U, _a3)2 .
b3 +iU; — 8,
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- > - bl ul

4. Losung : Die Gerade g sei von der Form: g: X = b+tu =| b, |+t] U, |, der Punkt A habe das
b3 u3

Aussehen A(a;|az|as)L1g. Dann ergibt sich mit Hilfe des Kreuzprodukts der Abstand zwischen

Punkt und Geraden wie folgt:

1) Mit (58 = _b betrachten wir das Kreuzprodukt des Differenzvektors éA von Punkt A und Stitz-

- - =

vektor B der Geraden g und des Richtungsvektors der Geraden g, also: UX(OA— bj. Der Betrag

ux (JA- '6) [~5A-'6

Vektoren u und OA- b . Der Betrag des Kreuzprodukts entspricht damit der Flache Ap des durch

u und OA- b aufgespannten Parallelogramms bzw. der doppelten Flache Ap des Dreiecks ABC.

—>|

u

des Kreuzprodukts ist dann: = [$IN® mit dem Winkel 8 zwischen den

2) Die Hohe dieses Parallelogramms bzw. dieses Dreiecks ist der Abstand des Punktes A von der
Geraden g, also: d(A,g).

> - - —> 1 > - ->
1. Es folgt mit: Ap = UX(OA— bj und Ap = [U|[d(A,g) bzw. mit: Ap = > UX(OA— bj und
1~ _
Ap = E u| Ldi(A,g) durch Gleichsetzen und Umformen:
'ux(csA_'bj - [imag @

x (JA_ ‘6)

u

axé/{

—>]

u

d(Ag) =

die allgemeine Formel fur die Berechnung des Abstandes zwischen Punkt und Geraden.
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