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Aufgabe : Erlautere an Hand des Punktes R(4]-1|2) und der Geraden: g: X =| 2 |+t| —2 |, wie die Ermittlung des Abstandes d(R,g) zwischen Punkt R und Gera-
0 1

den g, die zur Geraden g senkrecht stehende Lotgerade h durch den Punkt R und die Spiegelung des Punktes R an der Geraden g zu bestimmen bzw. durchzu-
fuhren sind.

Losung : I. Allen in der Aufgabe aufgefiihrten mathematischen Problemen ist gemeinsam, dass zum nicht auf der Geraden g liegenden Punkt R zunéchst der
LotfulRpunkt auf der Geraden g ermittelt werden muss. Dies geschieht entweder tber die Orthogonalitdtsbedingung oder mit dem Hilfsebenenverfahren.

Il. Orthogonalitatsbedingung: . Hilfsebenenverfahren:
d
R
-
u
F
0
3 1 Ey
e
Fir jeden  aufenden* Punkt F; auf der Geraden g gilt vermége: g: X =| 2 |+t| —2|: |Es wird zun&chst die Hilfsebene E, konstruiert, die senkrecht zur Gerade g steht und
0 1 durch den (nicht auf der Geraden liegenden) Punkt R verlauft. Fir den Normalenvektor
der Ebene gilt die Ubereinstimmung mit dem Richtungsvektor der Geraden, denn wegen
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->

F(3+t|2-2t|t), so dass der Differenzvektor RF, den Punkt R mit dem ,laufenden®
Geradenpunkt F; verbindet. Fir den Differenzvektor ergibt sich:

(34t (4) (-1+t
RF, =|2-2t |- -1|=| 3-2t
t 2) | t-2

lll. Unter den Geradenpunkten F, erkennt man den LotfuBpunkt F, wenn der Differenz-

vektor Filét senkrecht auf der Geraden g steht. Es gilt die Orthogonalitatsbedingung:
RF.[Li =0
mit _u> als Richtungsvektor der Geraden g gilt. Auswerten dieser Bedingung flhrt auf:
-1+t 1
3-2t |I-2|=0
t—-2 1
und das Ausmultiplizieren des Skalarprodukts:
(1+t)[1+B-2) () +(t—-2[1=0.
Umformungen der Gleichung ergeben:
S1+-6+4t+t-2 =0 & -9+6t =0 < 6t =9 &> t = 1,5.

der Orthogonalitat zwischen Geraden und Hilfsebene ist der Normalenvektor der Ebene
der Richtungsvektor der Geraden, also:

o 1
n=u=|-2{,
1

Die Ebene verlauft durch den Punkt R, also gilt (nhach der Normalenform der Ebene mit
Orts-/Stiitzvektor von R):

1) (1 4
Ey | -2 |k=|-2|0-1],
1 1 2

woraus durch Ausmultiplizieren der Skalarprodukte

En: X1—2XotX3 = 1-4+(-2)-(-1)+1-2

und:

En: X3—2Xo+X3 = 8

als Hilfsebene Ey folgt.

[ll. Der LotfuBpunkt ist der Punkt F der Geraden g bzgl. des Punktes R. Er bestimmt sich

als Schnittpunkt von Hilfsebene E, und Geraden g. Demgemaf zerlegen wir die Gerade
g in die Komponenten:

X1 = 3+t
Xo = 2-2t
X3 = t

und setzen die Koordinaten xi, X,, X3 in die Hilfsebene Ey ein. Es ergibt sich eine Glei-
chung mit dem Parameter t, also:

(3+1)-2(2-2t)+t = 8.
Umformungen der Gleichung fuhren auf;
3+H—A4+4t+t =8 & -1+6t=8 & 6t=9 & t = 1,5.

IV. Der errechnete Parameter t=1,5 steht fur den LotfuRpunkt F, den wir durch Einsetzen von t in die Geradengleichung g erhalten:

(3 1) (45
OF =| 2|+1500-2|=| -1].
0 1) (15

Der LotfuBpunkt lautet also: F(4,5]-1[1,5).
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V. Wie oben schon erwahnt, dient der Lotful3punkt der Lésung der drei Aufgabenstellungen: Abstand, Lotgerade, Spiegelung. Im Einzelnen haben wir;

VI. Abstandsberechnung: Zur Bestimmung des Abstands

VI. Lotgerade: Die Lotgerade h zur Geraden g durch den

->

bilden wir den Differenzvektor RF und erhalten:

. (45) (4) (05
RF=|-1|-|-1|=| 0
15) (2) (-05

Der Abstand zwischen Punkt R und Gerade g ist der Be-
>

trag des Differenzvektors RF , also:

Punkt R verlauft auch durch den LotfuRpunkt F, so dass
fur die Lotgerade die Formel gilt:

h: X =OR+tRF .

i 4 ) 45 4
Mit OR=| —1| als Stiitzvektorund RF =| =1 |—| -1
2 15 2
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VI. Spiegelung: Die Spiegelung des Punktes R an der
Geraden g ist die Punktspiegelung des Urbilds R am Lot-

fuBpunkt F als Spiegelpunkt. Es gelten damit die Spiegel-
formeln:

OT? = (ST?+ 2 F\_>I>:
OR' = OF + RF
OR = 20F-OR.

Wir wahlen die letzte Spiegelformel und erhalten:



05

=| 0 |=405%+ (05?2 =,/05= 0707

-05

d(R,9) = IiF

VII. Wir kommen zu dem Ergebnis: Der Abstand zwischen
3 1

dem Punkt R(4|-1|2) und der Geraden: g: X=| 2 |+t| =2
0 1

betragt: d(R,g) = \/ES LE.

AR g)

(LE = La&ngeneinheiten)
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05
= 0 als Richtungsvektor ergibt sich als Gleichung
-05
der Lotgeraden:
4 05
he x=|-1]+t 0
2 -05
3 1
VII. Ergebnis: Die zur Geraden g: _)Z: 2|+t -2 | senk-
0 1
recht stehende Lotgerade h durch den Punkt R(4|-
4 05
1|2) lautet: h: _):= -1(+tf O
2 -05
Geraden/Punkte

) 45\ (4) (5
OR=2 -1|-|-1|=|-1
15) (2) (1

und mithin R‘(5|-1|1) als Bildpunkt.

VII. Als Ergebnis kénnen wir festhalten: Wird der Punkt
3 1

0
so entsteht als Bildpunkt R(5]-1|1).

1

R(4]-1|2) an der Geraden: g: X =| 2 |+t| —2 | gespiegelt,
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