Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Geraden

Aufgabe : Gegeben ist das Geradenbiischel g, und die Gerade h mit:

. 4 0 ) 4 0
Oa: X=|1|+t] a [,a#0;h: x=| -1|+54/|.

3% 25/ (1

Zeige, dass die Gerade h zum Geradenbischel g, gehort.

Losung : I. Allgemein gilt das Folgende zu den Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden: Fir

- a U, . b.l. Vi
zwei Geraden g und h in Parameterform mit: g: X =|a, [+r| U, [, h: X=|Db, |+9 Vv, | ergibt sich
a3 u3 b3 V3

durch Gleichsetzen ein lineares Gleichungssystem (drei Gleichungen; zwei Parameter r, s als Un-
bekannte) mit dem Anfangstableau:

r S

u -V b.l._atl.
u, -V, bz_az )
U; —V; b3_a3

das mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus in Dreiecksgestalt umgeformt wird. Die auftretenden Arten von
Endtableaus haben dann eine der folgenden Gestalten:

) )

a0 O 0
00 0

=> 2., 3. Zeile als Nullzeilen => Geraden sind identisch: g = h
) ¢)

b) 00 *
00 0

=> 2. Zeile mit Widerspruch, 3. Zeile als Nullzeile => Geraden sind parallel: g || h
() | ()

C) O * (*)
00 0

=> 3. Zeile als Nullzeile => Geraden schneiden sich im Schnittpunkt S: gNh = {S}
(Zur Bestimmung des Schnittpunkts S ist dann nur der Parameter s auszurechnen und in die Glei-
chung der Geraden h einzusetzen.)
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ORES
9|0 * | ®
00 *

=> 3. Zeile mit Widerspruch => Geraden sind windschief: g, h windschief
(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

Il. FUr beliebiges a#0 ist die jeweilige Lagebeziehung zwischen der Gerade g, und Gerade h zu
untersuchen. Das bedeutet das Gleichsetzen der Parametergleichungen der Geraden, also:

4 0 4 0 0\ (4
1|+t a |[=|-1|+94 [-941],-|1
3 % 25 1 1) |3
0 0 4\ (4
ta|-94|=-1|-|1

% 1) |25) |3

0 0 0

-4 |+t a |=| -2

-1 }g ~05

Der Ubergang zum Anfangstableau des GauRverfahrens bringt dann:

0O 0| O
-4 al -2 |,

-1 y—o,s

so dass nun der Gauf3-Algorithmus greift:
Vertauschen: (1) <-> (3) /

-1 }/—0,5
-4 a| -2
0O 0| O

1. Schritt: 1%(2) — 4%(1) /

-1 ¥ |-05
_4

0 a a 0

0 0 0

Dem Endtableau des Gaul3verfahrens

-1 ¥ |-05
0 a—% 0

0 0 0

ist nun zu entnehmen, dass es keine Widerspriiche enthalt. D.h. aber, dass die Gerade h auf jeden
Fall jede Gerade des Geradenbiischels g, mindestens schneidet. Der Schnittpunkt ist im Fall

a- % # 0 wegen t = 0 der gemeinsame Stitzvektor des Geradenbiischels g, mit S(4|-1|2,5). Im

Fall a—% =0 (*) erhalten wir wegen
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-1 }/—05

0O 0| O
0O 0| O

als Endtableaux die Identitat zwischen der Geraden h und einer Geraden g,. Den zu dieser Gera-
den g, gehdrenden Parameter a erhalten wir durch Ausrechnen der Gleichung (*):

a—%=0 | -a

a’-4=0 | +4
a’=4 |V
a=z2.
0 0
Nun ist — wie leicht auf Grund der Richtungsvektoren | —2 |, | 2 | als Gegenvektoren zu sehen
-05) |05

ist — die Gerade g., mit der Geraden g identisch, so dass es in der Tat eine Gerade g, gibt, die mit
der Geraden h tbereinstimmt: h = g,.
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