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Aufgabe : Die Flache zwischen der Funktion f(xX)=e%>

Intervall [O; «) ist zu bestimmen.

+X+1 und ihrer Asymptote ist auf dem

Losung : I. Uneigentliche Integrale hangen mit ,uneigentlichen”, weil unendlichen (unendlich
langen, unendlich hohen) Flachen zusammen und ergeben sich, wenn auf einem endlichen
Intervall [a; b] eine Funktion f(X) unbeschréankt ist (also eine Polstelle besitzt) oder wenn das
Intervall als Integrationsbereich einer (beschrankten) Funktion f(x) unendliche Lange hat, also von
der Form [a; «) oder (-=; a] oder (-=; «) ist. In jedem Fall fihrt man gegen die Unendlichkeitsstelle
(hier: xo = &) oder gegen £~ (hier: +=) einen Grenzprozess durch, d.h. flr hier angenommene auf
dem Intervall nicht negative Funktionen f(x) ergibt sich — die Existenz endlicher Grenzwerte
vorausgesetzt — die (somit endliche) Flache A als Grenzwert ,eigentlicher” (,Naherungs-*) Flachen
A(u) und somit als:

AU) :T f (x)dx =[F ()]’ = F(b) - F (u) -> A= T f (x)dx
im Fall der Polstelle x, = aumit reellem u mitb > u > a bzw. )
A(u) :T f(dx=[F(X, =FU)-F(a) -> A:T f (x)dx

im Fall des unendlich grofl3en Integrationsbereichs mit reellem u mit u > a.
Wichtig ist noch, wenn eine Funktion f(x) fur x -> = oder x -> - gegen eine Asymptote y lauft; die
unendlich lange Flache ergibt sich hier als (endliche) Flache zwischen Funktion und Asymptote.

Il. Die Funktion f(X) =€ +x+1 ist als Exponentialfunktion auf ganz R definiert, es gilt — und dies

ist eine notwendige Voraussetzung fur die Existenz des uneigentlichen Integrals —, dass die
Funktion die Gerade y = x + 1 als schiefe Asymptote bei x->+« besitzt:

X->+0: f(X)->x+1=y.
Wegen e > 0 liegt f(x) — betrachtet als Kurve im x-y-Koordinatensystem — stets oberhalb der
Asymptote .
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1. Die unendlich lange Flache zwischen Funktion f(X)= +x+1 und Asymptote y = x +1 ist das

uneigentliche Integral (1. Art):

[« o4 o4

j (f(X) - y)dx= j (€% +x+1) - (x+1)dx = j e 0% dx,

0 0 0
falls existent. Als gesuchte Flache A ergibt sich mit u>0 und den Teilflachen A(u):
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A(u) = ff[ f(X) - yldx= ff[(e‘o'*"X +X+1) - (x+1)]dx = ffe‘o'sxdx =

[- 2605 ] = 2e9% - (-2 0%0) =2-260% ~> 2-2(0=2= A= [[f(x) - yldk,
0

so dass sich die unendlich lange, zwischen Funktion und Asymptote gelegene, endlich grof3e
Flache A mit Flacheninhalt 2 ergibt.
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