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Aufgabe : a) Die Flache zwischen der Funktion f(X)= und der x-Achse ist auf dem Intervall

[-2; =) ist zu bestimmen.

b) Fiir welches u ist der Unterschied zwischen der Teilflache unter der Funktion f(X)=e%*" auf

dem Intervall [-2; u] und der in a) errechneten Gesamtflache auf dem Intervall [-2; ) auf 0,0001
gesunken?

Losung : I. Uneigentliche Integrale hangen mit ,uneigentlichen”, weil unendlichen (unendlich
langen, unendlich hohen) Flachen zusammen und ergeben sich, wenn auf einem endlichen
Intervall [a; b] eine Funktion f(x) unbeschrénkt ist (also eine Polstelle besitzt) oder wenn das
Intervall als Integrationsbereich einer (beschrankten) Funktion f(x) unendliche Lange hat, also von
der Form [a; «) oder (-=; a] oder (-»; «) ist. In jedem Fall fihrt man gegen die Unendlichkeitsstelle
(hier: xo = &) oder gegen £~ (hier: +=) einen Grenzprozess durch, d.h. flr hier angenommene auf
dem Intervall nicht negative Funktionen f(x) ergibt sich — die Existenz endlicher Grenzwerte
vorausgesetzt — die (somit endliche) Flache A als Grenzwert ,eigentlicher” (,Naherungs-*) Flachen
A(u) und somit als:

A(u) :T f (x)dx =[F ()]’ = F(b) - F(u) -> A= T f (x)dx
im Fall der Polstelle x, = aumit reellem u mitb > u > a bzw.
Au) :f f(odx=[F(]; =FU)-F(a) -> A:O_f f (x)dx

im Fall des unendlich grol3en Integrationsbereichs mit reellem u mit u > a.
Wichtig ist noch, wenn eine Funktion f(x) fur x -> = oder x -> -« gegen eine Asymptote y lauft; die
unendlich lange Flache ergibt sich hier als (endliche) Flache zwischen Funktion und Asymptote.

a) ll. Das uneigentliche Integral (1. Art) Ie_0’2X+ldX existiert wegen der folgenden Uberlegungen:
-2
Fir die Funktion f(x) ist der Grenzprozess nach Einfiilhrung von u mit u>-2 durchzuftihren:

A(U) = J‘e—o,2x+1dx — [_g—) 5 e—0,2x+1:| — [_ 59—0,2><+1:|E2 = _GgouH _ (_56—0,2[m—2)+1) = Ggl4 _gg o+
_2 1

-2

—> 5 ~5[0=5¢"" = A= [e ™%,
0

u—>o00

so dass sich die unendlich lange, endlich groRe Flache A mit Flacheninhalt 5e™* = 20,276 ergibt.
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b) Ill. Wir betrachten beispielhaft flr verschiedene u die Teilintegrale bzw. Teilflachen A(u) =

u
Ie‘o'z’”ldx = [— 5e‘°'2"+1]f2 mit der vorgegebenen Funktion f(x)=e®?** und ihrer Stammfunktion
-2

F(X) =52

| Teilflachen:

lu= | A@U)= 2 f( dx =

| 1] AGD) = o f(x) dx = [F9]. = F(-1)-F(-2) = -16.600585+20.276 = 3.675415

0|/ A0) = o° f(x) dx = [F(x)] = F(0)-F(-2) = -13.591409+20.276 = 6.684591

1]/ A@) = o (%) dx = [F(x)]* = F(1)-F(-2) = -11.127705+20.276 = 9.148295

2|/ A2) = o f(x) dx = [F(X)] = F(2)-F(-2) = -0.110594+20.276 = 11.165406

5| A(5) = o° f(x) dx = [F(x)]° = F(5)-F(-2) = -5+20.276 = 15.276

10 H A(10) = 2" f(x) dx = [F(X)]2"° = F(10)-F(-2) = -1.839397+20.276 = 18.436603

20 H A(20) = o*° f(x) dx = [F(X)]..° = F(20)-F(-2) = -0.248935+20.276 = 20.027064

30 || A(30) = 2" f(x) dx = [F(x)]™ = F(30)-F(-2) = -0.03369+20.276 = 20.24231

50 H A(50) = *° f(x) dx = [F(X)]..° = F(50)-F(-2) = -0.000617+20.276 = 20.275383

75 H A(75) = 2™ f(x) dx = [F(X)].."° = F(75)-F(-2) = -0.000004+20.276 = 20.275996

|
|
|
|
|
| 15 A@5) = f(x) dx = [F(x)]"° = F(15)-F(-2) = -0.676676+20.276 = 19.599323
|
|
|
|
|

100/ A(100) = ™ f(x) dx = [F(x)]2** = F(100)-F(-2) = 0+20.276 = 20.276

IV. Zur Bestimmung des u der Teilflache A(u) = jle‘o’z“ldx = [— 5e‘°’2""1k2 mit:
22
|A = A(u)] = 0,0001 (*)
ist die Gleichung (*) bei A = Te‘z“sdx = 5e* als Integralgleichung nach u aufzulésen, d.h.:
0
|A — A(u)] = 0,0001 (Betrag auflésen bei A > A(u) wegen f(x) > 0)

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Uneigentliches Integral



A — A(u) = 0,0001 (A(u) = ]j'e"o'z“ldx)

u

Sel4 _ j e %2*gy = 0,0001 (Stammfunktion einfiihren)
-2
5el4 _ [_ 5e-0v2X+1]‘_‘ , =0,0001 (Grenzen einsetzen)
5el* — (5e"* —5e™%%*) = 0,0001 (Klammer auflésen, Zusammenfassen)
5% = 09,0001 | :5
e*?*! = 0,00002 | In()
-0,2u+1 = In(0,00002) | -1
-0,2u = In(0,00002) — 1 | -(-5)

u = -5(In(0,00002)-1) = 59,1

Fur u = 59,1 besitzt also der Unterschied zwischen Teilflache A(59,1) und uneigentlicher Gesamt-
flache der Funktion f(x)=€**** den Wert 0,0001.

Teilflachen A(u):

u=12 u=59,1
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