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Aufgabe : Berechne das bestimmte Integral

r
.[\/rz - x2dx, r> 0 reell.
=r

Losung : I. Es gilt beim Integrieren eines unbestimmten Integrals die Substitutionsregel:
[ f(9ax=] f(g(u)) '(u)du

mit: x = g(u), du = g‘(u)du bzw.:

[ 1900 g (ax=[ f (u)du

mit: u = g(x), du = g‘(x)dx. Ein Spezialfall der Substitution ist:

jié?dx In| f (x)].

Il. Es gilt die Regel der Produktintegration (partielle Integration) gemar:
j u' (x) W(x) dx =u(x) W(x) —j u(x) W (x)dx j u(x) ¥ (x)dx =u(x) W(x) —j u'(x) W(x)dx .

lll. Mit Hilfe einer geeigneten trigonometrischen Substitution bestimmen wir das unbestimmte
Integral mit positivem reellen r:

J\/r - x?dx = rH dx = J\/l (sint)? [F costdt =
-smt X=r sint

-r cost < dx=r costdt

r jxll—sm t [Costdt = r jcost [Costdt =1 jcosztdt.
sin?t+cog t=1-
cog t=I-sin’t =
{cost:v 1-sint

Das unbestimmte Integral ICOSZ tdt ist gemaRr der Produktintegration zu ermitteln; es gilt

zunachst:
J'cos2 tat =J'cost [Costdt =  sint[tost —jsint [{—sint)dt =
u 't Fcog u(t)=sint
{v¢)=cost,v'(t)=—sint}

sint [tost +jsint [$intdt = sint E:ost+jsin2 tdt = sint E:ost+J'(1—cos2 t)dt =

sin?t+cof t=1«

sint=%codt
sint [tost + J'ldt - J'co§ tdt = sint [¢ost +t — jcosz tdt,
d.h.:

J‘cos2 tdt = sint [tost +t —J‘cos2 tat .

Die Gleichung lasst sich nach ICOSZ tdt umstellen vermoge:
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jcos2 tdt = sint [tost +t — jcos2 tat |+ j cos tat

2jcos,2 tdt = sint [tost +t |2
jcosﬂdt _sint[cost +t
i +
Aus .[\/rz - x?dx = rzjcosz tdt und J‘cos2 tat :wzostt folgt:

—=sint < x=r sint
r

%n cost « dx=r costdt

/ [ +
J. rZ_XZdX — I’ZICOSZIdIZrZSIm[(;OS t —

X_ . . . X
—=sint = x=r sint sint=—
r r

dx 2
Lt—r cost = dx=r coadt} cost= l_(?xj

t:arcsiné)
r

2

X X :

. 1—(rj +arcsm€) fﬁwlrz—x2+arcsiné) 1 r2

2 > —r2lr ; r :Ex\/rz—x2+?arcsiné).
r

IV. Das bestimmte Integral errechnet sich damit als Flache eines Halbkreises mit Radius r:

r 2 r
I\/rz - x?dx :EXWZ -x? +%arcsiné)}
s .
2 2 _
(%r\/rz -r? +%arcsiné)} —@(—r)m+%arcsin@)j =
s r
2 2 2 2 2 2
0+ arcsirt | - 0+r—arcsin61) :r—ﬂ—r—té—zj:r_ﬂ+r_ﬂzlﬂz_
2 2 2 2 2 2
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