Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Integral (humerische Integration)

Aufgabe: Berechne das bestimme Integral:
Vi
Isin(xz )dx .

0

Lésung: |. Der Integrand f(x) = sin(x®) besitzt keine Stammfunktion, so dass das oben stehende
bestimmte Integral nur mittels numerischer Integration errechnet werden kann. Numerische Integ-
ration (Quadratur) bedeutet die Berechnung von bestimmten Integralen mittels Naherungsformeln.
Dies kann mit der sog. Simpsonregel (Keplersche Fassregel) geschehen vermdége:

[ Fx)ax = %(b—a{f(a) +4f[“ ;b j+f(b)}

mit dem Intervall [a; b] (a, b reell, a<b) als Integrationsbereich und einer auf [a; b] definierten integ-
rierbaren Funktion f(x) (nicht notwendigerweise mit: f(x) = 0 auf [a; b]).

II. Es ist damit auf dem Intervall [0; /77] mita = 0,
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I sin(x?)dx =

0

%(ﬁr - 0){]‘(0) ¥ 4f(@j + f(ﬁr)} : ﬁ{sin(O) +asin() + sin(n)} g %ﬁ SRLLN

&‘

w ‘

6 6
0,8355.
i
Der Naherungswert fir das bestimmte Integral _[Sin(xz)dx betragt also: A; = 0,8355.
0

Ill. Wenden wir die Simpsonregel auf eine gerade Anzahl 2n (n = 1, 2, ...) von Teilintervallen des

. . e , , . b-
Integrationsbereichs [a; b] an, so ergibt sich die verkettete Simpsonregel bei 7 = a.

2n

b
If (x)dx = %hfﬂf(a) Hfla+h+fla+3)+.+ fG-N]+2 fla+2h) + fla+d+..+ f(b-2h)]+ f(D)]
zur Ermittlung (somit) besserer Naherungswerte flr das zu berechnende bestimmte Integral.

Jr

IV. Im Fall des Integrals Isin(xz)dx ergeben sich vermdge der verketteten Simpsonregel die in
0
der nachstehenden Tabelle aufgefiihrten Naherungen:

Jr
n= j sin(x?)dx =
0
1 A; =0.8355
2 A, = 0.9036
4 A, =0.8954
8 Ag = 0.8949
16 A = 0.8948
32 Az = 0.8948
64 Ass = 0.8948

Erkennbar wird, dass bei einer genligenden Anzahl von Intervallen, in die der Integrationsbereich
NG

aufgeteilt ist, die verkettete Simpsonregel als gute Naherung des Integrals jsin(xz)dx den Wert:
0
Ase = Azx = Agy = 0,8948 (gerundet auf vier Dezimalen hinter dem Komma) liefert.

V. Nehmen wir den Wert Ag, = 0,8948 als exakt an, so ergibt sich flr die einfache Simpsonregel

(Keplersche Fassregel) gegeniber der verketteten Simpsonregel eine Abweichung von:

|4, = Ag,| _[0.8355-0.8948] _ 0,0593
Ay 0,8948 0,8948

= 0,0663 = 6,63 %.
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