Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
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> (Uneigentliches) Integral

Aufgabe: Zu berechnen ist das (uneigentliche) Integral:

j.ln (x)dx .

1. Losung: |. Zentral fir die Berechnung des unbestimmten Integrals, der Stammfunktion F(x) des
Integranden f(x) = ln(x) ist die partielle Integration (Produktintegration). Es gilt:

J.ln(x)dx =J.1D]n(x)dx = xEI]n(x)—J.x Ell—dx = x Un(x) —jldx = x Un(x) - x,
u'(x)=1=u(x)=x X
{v(x)Zln(x):v'(x)Zi}
so dass sich als Stammfunktion ergibt:
F(x)=x D]n(x) -

1
Il. FGr den Wert des uneigentlichen Integrals jln(x)dx folgt mit Hilfe der gefundenen Stammfunkti-

on sowie nach den Regeln von de I'Hospital wegen der Polstelle x = 0 der Logarithmusfunktion:

j In(x)ex = lim 11n( Jdx = Tim [x On(x) - x], = (10On(1) - 1) = lim (u On(u) - ) =
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also: jln(x)dx =-1.

2. Lésung: |I. Der sog. Feynman-Trick ist auf ein (bestimmtes, auch uneigentliches Integral)

If(x)dx anwendbar, wenn eine von einem reellen Parameter p abhangige Funktionenschar gy(x)

0g(p,x)

= g(p,x) gefunden werden kann, deren partielle Ableitung 5
4

unter dem (I6sbaren) Integral

b
I(p)= jg(p,x)dx fr einen bestimmten Parameter p=p, mit dem Integranden f(x) identisch ist. Es
gilt damit:
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b b a , b
1) =[atp.0ds, 1y =[P, 1)) = fas,

auch ohne eine Stammfunktion F(x) von f(x) zu kennen (falls diese Uberhaupt geschlossen dar-
stellbar existiert).

[l. Eine dem Integral J-ln(x)dx angemessene Funktionenschar ist: g(p,x) = x°, so dass

1
1 ptl 1 ptl 1

1
I xPdx = s —0 " = —
(p) = '([ L)+l } p+1 p+l1 p+l1

0
folgt (p#-1). Durch Ableiten bzw. partielles Ableiten unter dem Integral erhalten wir:

( 1
I(p)= =1I'(p)=-
(p) j (p) ( +1)2
I(p)= j Pdx = =jx” D]n(x)dx.
Damit ist fir p = 0:
oy [0 _l _ 1 _
I'(0) = lx On(x)dx = lln(x)dx "o -1.

Es ergibt sich als Wert des uneigentlichen Integrals:

j-ln(x)dx =-1.
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