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Aufgabe: In der US-amerikanischen Sitcom ,The Big Bang Theory“ fragt im Beisein des Experi-
mentalphysikers Dr. Leonard Hofstadter und des Astrophysikers Dr. Rajesh Koothrappali der ge-
niale theoretische Physiker Dr. Dr. Sheldon Cooper den Raumfahrtingenieur Howard Wolowitz —
alle vier nerdige Freunde arbeiten an der Caltech in Pasadena —, wie das Integral

Ixze_xdx

zu 1dsen sei. Wolowitz antwortet zur Uberraschung Coopers richtig mit dem Verweis auf die Diffe-
rentiation unter dem Integralzeichen und damit auf den ,Trick* des (realen) Physikers und Quan-
tentheoretikers Richard Feynman (11988).

Erlautere, wie mit dem Feynman-Trick das in der Sitcom vorkommende unbestimmte Integral ge-
I6st werden kann.

Spoileralarm: Im , The Big Bang Theory“-Spin off ,Young Sheldon® erfahrt das zehnjahrige Genie
Sheldon erstmals (wenn auch nur indirekt) von dem Feynman-Trick vom ,Wunderkind“ Paige; bei-
de trafen im Rahmen einer Vorlesung zur ,Quantenchromodynamik an der (ausgedachten) East
Texas Tech (University) aufeinander.

1. Losung: |. Der sog. Feynman-Trick ist auf ein (unbestimmtes) '[f(x)dx anwendbar, wenn eine

von einem reellen Parameter p abhéngige Funktionenschar gy(x) = g(p,x) gefunden werden kann,
so dass:

I(p) = [ g(p.x)dx, 1'(p):jaggi’x)dx, 1"(19):,[%dx,

2
gilt mit partiellen Ableitungen aggp’x), 0°8(p, 1)

, ... unter dem Integral 1(p) :jg(p,x)dx nach

p op*
p, Ableitungen nach p bzw. (einfachen) Integrationen nach x. L&sst sich fir ein gewisses p=p, die
Funktion f(x) mit einem der Integrale I(p), I'(p), I''(p), ... in Beziehung setzen, so kann das

Integral If(x)dx bestimmt werden.

[l. Eine dem Integral J-xze_xdx angemessene Funktionenschar ist: g(p,x) = e ™, so dass gilt:

I(p)= Ie“”‘*dx = —%e_‘”‘ (Integration nach x)

. . OJe ™ - . .
I(p) = je Pdx = I'(p) =I dx = j—xe "dx ([partielles] Ableiten nach p)
op
px — TPX oy ,TPY px +
I(p)= —ie_’”‘ -_° =I'(p)=- xe pz e ¢ (12 px) (Ableiten nach p)
p p p
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d(—xe™ ™)

I'(p) = j xe Pdx = I'"(p) = j dx = j x’e ™ dx ([partielles] Ableiten nach p)

op
. —xe_”x(1+px)+xe;”" pl—e " (1+ px)2p
Al e px(1+px) " — —
rpy =" )= p4
2 -px -px 2.2 -px 2.2 -px
—pxe " p-=2e "+ px) _ |px +2(1+px)fe™ _ \p'x +2px+2 .
3 = —[ 3 ] = —( 3 )e (Ableiten nach p).
p p p
- : " — 2 -px " — (szz +2p'X+2)e_px 2 -x — g
Fir p=po=1 folgt mit 1"'(p) = [ x*e™dx, I'(p) = - . und [x*e™dx=1"(=1):
p
2 2 + + -x
J-xze_xdx =- e 21[3] L+ 2e = —(x* +2x+2)e™"

Damit ist das unbestimmte Integral als sze‘xdx =—(x* +2x+2)e™" errechnet.

2. Lésung: I. Fir unbestimmte Integrale vom Typ Ix"e”‘dx, n als natdrliche Zahl, r reell, gilt die
explizite Darstellung einer Stammfunktion bzw. als unbestimmtes Integral:

1 1 _
" - - 1 n—k Xk
[x"emd= (Z( D* - k),G—kﬂ J r(Z( ) B e k)' LR Je ).

k=0 k=0

[l. Mit n=2, r=-1 gilt geman (*)'

X 1 2-k X — _| . 2! 2-k X =
I dx'_(;( iy jg ) (;u—kng je

—(x*+2x+2)e"

Mit der expliziten Formel (*) ist das unbestimmte Integral natdrlich noch schneller zu berechnen.
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