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Aufgabe: Berechne das (uneigentliche) Integral

T sin(x) g

0 X

Lésung: I. Der sog. Feynman-Trick ist auf ein (bestimmtes, uneigentliches, unbestimmtes)
jf(x)dx anwendbar, wenn eine von einem reellen Parameter p abhangige Funktionenschar gy(x)

= g(p,x) gefunden werden kann, so dass:

I(p) :Ig(P,x)dx, I'(p) :J'Gggi,x) dx, ...

gilt mit partiellen Ableitungen w .. unter dem Integral I(p) = Ig(p,x)dx nach p, Ableitun-
D

gen nach p bzw. (einfachen) Integrationen nach x. L&sst sich flr ein gewisses p=p, die Funktion

f(x) mit einem der Integrale I(p), I'(p), ... in Beziehung setzen, so kann das Integral If(x)dx

bestimmt werden.

sin(x)

Il. Der Integrand f(x) = besitzt bei x = 0 ein hebbare Unstetigkeitsstelle (uneigentliches

Integral 2. Art), eine Integralgrenze ist « (uneigentliches Integral 1. Art). Eine dem Integranden und

sin(x) o

dx angemessene Funktionenschar ist: g(p,x) = , p=0, so dass qilt:

dem Integral j sin(x)
X
0

I(p) = jsm(x) 0P
6( sin(x) e_mj
= 1I'(p) =I xap dx = Ism(x) JLd jsm(x) L™ [{—x)dx = —j sin(x)e ™dx.

[ll. Wahrend I'(p) = —J. sin(x)e " dx durch partielles Ableiten nach p entsteht, fiihrt das Aufleiten
0
von I'(p) nach x schlieBlich wieder auf I(p). Dazu ist fir h(x) =sin(x)e ™ zunachst die Stamm-
funktion wie folgt u.a. geman der Produktintegration zu bestimmen:
. —px — _ X _ | (— - X =
[sin(x)e dx{M:mw(x):_m(x)} cos(x)e" = [ (=cos(x))(=pe " )dx

v(x)=e P =v'(x)=—pe
—cos(x)e ™ — p| cos(x)e ™ dx = —cos(x)e ™ — plsin(x)e ™ — | sin(x)(—pe ™dx )=
p
{”'(X)=COS(X)2M(X)=sin(x)}

v(x)=e P=v'(x)==pe P*

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Integral 1



—cos(x)e ™ — p(sin(x)e_‘”" + p_[sin(x)e_‘"xdx)= —cos(x)e ™ — psin(x)e ™ — pzjsin(x)e_”xdx
= jsin(x)e"”‘dx = —cos(x)e ™ — psin(x)e ™™ — pZJ-sin(x)e_”xdx

= jsin(x)e_”dx + pZJ-sin(x)e_”xdx = —cos(x)e ™ — psin(x)e ™"
+p2J.sin(x)e_”‘dx

= (1+p?) j sin(x)e "dx = —cos(x)e ™ — psin(x)e

_cos(x) + psm(x) o
1+ p

= jsin(x)e_’”‘dx =H(x).

V. Nun ist:

cos(x) + psin(x) e_px}x:w {cos(x) + psin(x) o m _
x=0

I =—|sin(x)e "dx=- -
(p) j (x) { - i

+
0- ! Ozeo == 12.
1+p 1+p

Integration von I'(p) nach p ergibt dann mit dem Grundintegral j1+1 >
X

x=0

dx = arctan(x) :

= —arctan(p)+C .

I(p)=

1+

Sm(x) [0dx = 0 sowie:

Wegen e” =0 ist () = J.

I(e0) = —arctan(e0) + C = —§+c =0 = C =§,
woraus folgt:

I(p) = —arctan(p) +§.

Flr p=po=0 folgt nun:

1(0) = jme_oxdx = J.mdx = —arctan(0) +%T =0+

n_n
. . X 2 2

sin(x)

Damit ist das uneigentliche Integral als j dx _E errechnet.
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