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Aufgabe: Berechne das (bestimmte) Integral

dx .

jln(1+x)
1+x°

0

Lésung: I. Der sog. Feynman-Trick ist auf ein (bestimmtes, uneigentliches, unbestimmtes)
jf(x)dx anwendbar, wenn eine von einem reellen Parameter p abhangige Funktionenschar gy(x)

= g(p,x) gefunden werden kann, so dass:

I(p) :Ig(p,x)dx, I'(p) :I

0g(p,x) I
o .

gilt mit partiellen Ableitungen w ... unter dem Integral I(p) = jg(p,x)dx nach p, Ableitun-
D
gen nach p bzw. (einfachen) Integrationen nach x. L&sst sich flr ein gewisses p=p, die Funktion
f(x) mit einem der Integrale I(p), I'(p), ... in Beziehung setzen, so kann das Integral jf(x)dx
bestimmt werden.
In(1 + x)

Il. Der Integrand f(x) = - ist Uberall auf dem Intervall [0; 1] differenzierbar. Eine dem Integ-

2
X
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SIn(1 + +
randen und dem Integral J. n( zx) dx angemessene Funktionenschar ist: g(p,x) = lnﬁL—sz)
X
p=0, so dass gilt:
In(1+ px
I(p) = j ( p ) ix
(111(1 + px)j
1 2 L + 1
= I'(p) =IH—xdx=j ! 5 E@ln(l px)dx=j%[—ll—5cdx:
0 op o1+ x op o 1+x™ 1+ px
1 1
el emid
o 1+x 1+px 0(1+x )(1+px)
p X
[ll. Wahrend I'(p) =j 5 dx durch partielles Ableiten nach p entsteht, fihrt das Auflei-
o (L+x7)(A+ px)
ten von I'(p) nach x schlieBlich wieder auf I(p). Dazu ist fir h(x) = > al zunachst die
(I+x7)(1+ px)
Stammfunktion wie folgt u.a. geman der Partialbruchzerlegung zu bestimmen; dazu gilt als Ansatz:
X Ax+ B C
(1+x* )(1+px) 1+x* 1+px
mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B, C. Es folgt:
+
*Arh, C - (X + px)
(1+x* )(1+px) 1+x* 1+px
x=(Ax+B)1+ px)+C(1+x?)
mit:
x=0:0=B+C
x=1:1=A(1+p) + B(1+p) + 2C
x = -1/p: -1/p = C(1+1/p?),
woraus folgt:
_L
C+1/p%) =-1/p=>C = pl =-—2
1+ Pl
p
B+C=0=>B-—_ -0=>B=—
p+l p+l
p p
A(1 B(1 2C=1=>A(1 1 -2 =1=
(1+p) + B(1+p) + > (+|0)+(+|0)p2+1 pEr >
- *+ ? - +
A(1+p) + (p=Dp _1=>A(1+p)=1_(p2 Dp _ P 1_ PP 12 P A 21 _
p*+1 p *tl  p+l p +l pT+] p-+l
Die Partialbruchzerlegung fuhrt also auf:
LI . p
h(x) = X _pi+l p2+1_p2+1_ 1 x+p p
(1+x*)(1+ px) 1+x? I1+px  p*+1{1+x* 1+px)

so dass die Stammfunktion H(x) lautet:
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1 1 2x 1 p
H(x)= - dx + dx — dx | =
) P2+1(2'[1+x2 ) pj1+x2 * J-1+px x)

21+ 1 (% In(1+ x*) + p [arctan(x) —In(1 + Px)j-

P

V. Nun ist:

x=1

x |1 (1 2 _ -
I'(p) _I(l+x S _LZ +1(2ln(l+x )+ p Qrctan(x) 1n(1+px)j.Lo

21 (_ In(2) + p Crctan(l) — In(1 + p)j -
+1\2

21 (1 In(1) + p Crctan(0) — ln(l)j =
+1\2

1(1 ) _In@) 1 _In(+p) 7 p
1(21n(2)+p5§ ln(1+p)j e il

2+ p2+1 p+1 4 p+1

p

Integration von I'(p) nach p ergibt dann:

+
) 1 _Indtp) 7o p ),
p +1 p°+1 4 p +1

In2) 1 In(l + n@ 1 .7
[ Dl 7T p dp—J.Mdp:J- Dol g P 1)
2 p +1 4 p*+1 p-+1 2 p+1 4 p +1

1m ==

In(2)
= 2I(p) = j( Gm ng—-"ljdp

1 ¢ In(2) 1 p In(2) m 2
=1 =—||—0E——+ D dp = Larctan(p) + — n +1)+C.
(P) 2I( 2 P+l 4 p +1Jp 4 (P)+yg e+

Wegen 1(0) = I 112()16)

0

dx _j0dx 0 ist:

111( )

1(0) = —— larctan(0) + 6[]]n(02+1)+C 0+0+C=0- C=0,

woraus folgt

I(p )—%)Blrctan(p)+ 6[]]n(p +1).

Flr p=po=1 folgt nun:

ln(l +1 Dc) _ j- In(1+ x) _In@2)

(1) = j dx Larctan(1) + Ell 1>+ = ln(2) E—ﬁ+—1 2) =
1+ x?

0

1—1n(2) + —ln(2) - S ().

Damit ist das bestimmte Integral als j

n(l + X)
X

dx —gln(Z) errechnet.
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