Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> (Uneigentliches) Integral

Aufgabe: Berechne das (uneigentliches) Integral

[ x* Bin{in{x))dc

-

Lésung: |. Zunichst wird die Stammfunktion des Integranden f(x) =x’ Bin(ln(x)) bestimmt.

Dies geschieht zunachst mittels Substitution, dann vermége der Produktintegration (partielle Integ-
ration). Wir berechnen mit der Substitutionsregel:

Ixz Bin(In(x)kx = J-x3 Gin(In(x)) G}l;dx = '[(ez)3 [in(z)dz = '[e3z [$in(z)dz

z=In(x) = x=€®
£=i:>dz=idx

dx x x

und haben dann mit der Produktregel die Umformungen:

3 _ | R 1 5 _
Ie [8in(z)dz u'=e3z;u=ie3z ge [8in(z) —Ige [¢os(z)dz =
{vzsin(z):v':zosm}
le3z Bin(z) _lj-ek [éos(z)dz = 1631 Hin(2) _1[1631 605(2) _J-lek m—sin(z))dZ} )
3 3 ! 3 313 3

u'=e’ su=—e**
3
v=cos(z)=v'==sin(z)
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1 3z : _1 3z _1 3z .
56 [8in(z) 66 [¢os(z) gje Bin(z)dz =

J-e3Z Bin(z)dz :%€3Z (8in(z) —ée*” [¢os(z) —éje*” Bin(z)dz =

%je“@m(z)dz

10 ¢ 5. . I R 1,
Eje Bin(z)dz = Ee [8in(z) §e @OS(Z)::?
J-e3Z [8in(z)dz = 3631 [8in(z) —ie3Z [¢os(z) = e (3sin(z) —cos(z))
10 10 10 '

Rlcksubstitution ergibt die Stammfunktion:
e3z x3

3si - = — (3sinll - 1 =F(x).
0 (3sin(z) COS(Z)){XZezc-zzln(x)} 10( sin(In(x)) = cos(In(x)) = F(x)

1
. Es liegt mit Ixz Ein(ln(x))dx ein uneigentliches Integral 2. Art vor. Bei x = 0 besitzt der Integ-
0

rand f(x)=x’ Bin(ln(x)) ein hebbare Unstetigkeitsstelle, unendlich viele Nullstellen von f(x) h&u-

fen sich um die Licke L(0|0). Wir ndhern uns dem Wert des uneigentlichen Integrals durch einen
Grenzprozess von bestimmten Integralen wie folgt an:

1 1

lim | x* Gin(in(x))x = lim {x—B (3sin(In(x)) = cos(In(x)) | =

r=>0+ g r=>0+ 1() .

i—o (3sin (ln(l)) - cos(ln(l)) - 1_13)1+ ;—O 3 sin(ln(r)) - cos(ln(r)) = % (3sin(0) —cos(0)) -0 =
1 =L

1007 0

3
bei existierendem Grenzwert l_iron :—O(3sin(ln(r))—cos(ln(r)):O wegen der Beschranktheit der

trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus (-1 < sin(z), cos(z) < 1). Damit gilt fir den Integ-
ralwert:

[ x* Bin{in(u)jr =L

0
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