Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Bestimmtes Integral

Aufgabe: Berechne das bestimmte Integral
1

J-\/l—xzdx.
-1

Lésung: |. Es gilt beim Integrieren eines unbestimmten Integrals die Produktintegration:
Iu'(x)v(x)dx =u(x)v(x) — Ju(x)v'(x)dx .

Weiter ist die Substitutionsregel fir das Integrieren gultig:

[ £Codx =] f(gw) &' w)du

mit: X = g(u), du = g‘(u)du bzw.:

[ (g8 (W) =] £ (w)du

mit: u = g(x), du = g‘(x)dx.

|l. Die Verwendung der Produktintegration und der trigonometrischen Formel sin?(x)+cos®(x) = 1
fihrt dann auf das unbestimmte Integral des quadratischen Kosinus. Zuné&chst folgt:
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Icosz xdx = Icosx [¢0s xdx = sinx@osx—jsinxﬂ—sin x)dx =
u'=cos x=>u=sin x
{v=cos x=>v'==sin x

siancosx+J.sin2 xdx = sin)cEcosx+-[(1—cos2 x)dx = sin x El:osx+j1dx —J.cos2 xdx =
sin x [¢os x + x — J‘cos2 xdx.

Die Gleichung

Icosz xdx = sin x [¢os x + x —J‘cos2 xdx

lasst sich dann noch umstellen:

Icosz xdx=siancosx+x—Jcoszxdx |+Icoszxdx
2Jcoszxdx=sinxﬁtosx+x | :2

5 1 1. x +sin x[cos x
Icos xdx:—x+551nxﬂ:osx: 5

1
[ll. Wir berechnen das bestimmte Integral IVl—xzdx unter Verwendung der Substitutionsregel
-1

und der Produktintegration gemag Il.:

| 3
IVl—xzdx = IVl—sinzu Gosuldu =
-1

x=sin u=u=arcsin x sin? u+cos® u=1

cosu [¢osu [Ldu =

—o |y
—o |y

cos® u [du =
1.

=cosuzdx=cosudu |~ = E
E—cosu:> =cos udu 5 2 2
x:—l:u=arcsin(—l)=—g
x=1:u=arcsin(1)=§
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Da bei der Substitution auch die Integralgrenzen entsprechend verandert wurden, war keine Rlck-
substitution notwendig. Es gilt damit:

0 T
I\/l—xzdx=5.
-1

1
IV. Der Wert des bestimmten Integral IVl—xzdx ist identisch mit dem Flacheninhalt eines Halb-
-1

1
kreises mit Radius r = 1; auch von daher ergibt sich: j\/1 —-x*dx = %77[12 = g
-1
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