Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Uneigentliches Integral

Aufgabe: Berechne das uneigentliche Integral

Jl.xxdx.
0

Losung: |. Wir verweisen zuerst auf die Potenzreihe der Exponentialfunktion y = e*:

oo 1

e’ = Z% z beliebig reell.

i=0

Il. Weiter gilt die Integralformel fir das uneigentliche Integral:

jx" n" (x)dx = ﬂ :
(n+1)"

0

etwa auf Grund des nachstehenden Feynman-Tricks:

mn=1,23, ...
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Eine dem Integral J.x" D]n’”(x)dx angemessene Funktionenschar ist: g(p,x) = x°, so dass
0
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I(P)zjx”dx={—1 x”“} =L L gmo L
0 p+1 , ptl p+l1 p+1
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folgt (p#-1). Durch mehrfaches Ableiten bzw. mehrfaches partielles Ableiten unter dem Integral
erhalten wir:

p 2 (=)™ n!
I(p)=|x"dx= I'(p)=- I'(p)= W I (p)=—t—
(p) !x dr= DI = s 2 (D)= =2 I ()=
I(p) =jx 1 - dx=jx" D]n(x)dx:>

ox” D]n(x)

I"(p)= j

0

j P On®(x)dx=>..= 1" (p) = [ x" On" (x)ax.

0
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Damit ist fiir p = n mit natiirlicher Zahl n und unter Betrachtung der m. Ableitung 1" (p):

1 _1\m '

1" (n) = Ix” D]n'"(x)dx =—( D BZ

lIl. Der Integrand f(x) = x* wird zun&achst mit Hilfe der Logarithmengesetze umgeformt:
f(X) — xx — eln(xx) — exln(x)’

so dass auf Grund der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion (geman |.) sich ergibt:

f=r = =3 (xin(o) _ g’

i=0 1! i=0 1!

V. Wir integrieren das uneigentliche Integral wie folgt'

x'In’ (x) x'In’ (x) c e
jx X(;I)jz ——dx —ZI dx —Z Ix In’ (x)afx(”mj ' EE

i=0 ¢ l : —1,n:l)i = l' (l +1)t+1
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,Z i+D™ Fzﬂz J’'
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Dabei beruhen Existenz und Limesbetrachtung des uneigentlichen Integrals (2. Art) jxxdx auf der
0

(D™ Umn!

W,m,n=1,2,3,...

1
glltigen Integralformel Ix” D]n'"(x)dx =
0

V. Der Integralwert des gesuchten uneigentlichen Integrals ist also eine unendliche Reihe:

1 i—1

= (-1’ 1 1 1
J.deXZZ( ) :1_—2+—3_—4+_...
0 =7 2 37 4

VI. Eine Naherung des Integral- und Reihenwerts erhalten wir, indem wir das uneigentliche Integral
numerisch etwa mit der verketteten Simpsonregel berechnen. Mit ein paar hundert Verkettungen
der Regel ergibt sich:

1 w 1yl
jx’“dx=z( DLl Lo <o7834
= J 4

Der Integralwert ist der Inhalt der Flache zwischen Funktion f(x) = x* und x-Achse im Integrati-
onsintervall [0; 1].
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