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Aufgabe : Berechne fur reelle bzw. komplexe Zahlen x, y:

(x+iy)®.

Losung : I. Die Erweiterung der reellen Zahlen R mit i = \/—_1 als imaginare Einheit mit i? = -1 fithrt auf die komplexen Zahlen C, die wir als Paar von
reellen Zahlen (a, b) = a + ib identifizieren und auf der Gaul3schen Zahlenebene als Vektoren darstellen konnen. Die komplexen Zahlen C bilden bzgl.
Addition + und Multiplikation - einen Zahlenkérper, d.h. es gelten die vom Reellen her bekannten Gesetzmafigkeiten vermége der Grundrechenarten
fur komplexe Zahlenz =z, =a +ib, z, =c +id:

z; + 2, = (at+c) + i(b+d)
Z, — 2, = (a-¢) + i(b-d)
2,7, = (a+ib)(c+id) = ac + iad + ibc + i’bd = (ac-bd) + i(ad+bc)
2,12, = (a+ib)/(c+id) = (a+ib)(c-id)/[(c+id)(c-id)] = [ac-iad+ibc-i°bd]/(c*-i*d?) =
[(ac+bd)+i(bc-ad))/(c*+d?) = (ac+bd)/(c*+d?) + i(bc-ad)/(c*+d?)

Zu z = a + ib gehoren: der Realteil Re(z) = a, der Imaginarteil Im(z) = b, die konjugiert komplexe Zahl z = a — ib; es gilt: zk= |z|2 wobei der Betrag

der komplexen Zahl |Z| =+va’+b? lautet.

II. Auch fur komplexe Zahlen a, b gilt der binomische Lehrsatz:

nn o
(a+b)" :Z(Ja”"b' => (a+b)® =a® +3a’b +3ab? + b°.

i=0

l1l. Wir rechnen fiir reelle Zahlen x, y unter Verwendung von i? = -1 und des binomischen Lehrsatzes:
z=(x+iy)® = x> +3x%y + 3x(iy)* + (iy)® = x> + 3x°y + 3xi2y? +i°y® = x® + 3ix’y - 3xy® —iy® = x* = 3xy? +3Ax’y—iy* =
(x° =3xy*) +i(3x"y - y°).
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Es folgt noch: Re(z) = x*-3xy?, Im(z) = 3x%y—y°.

IV. Wir rechnen fiir komplexe Zahlen x, y unter Verwendung von i = -1 und des binomischen Lehrsatzes:
z=(x+iy)® = x> +3x%iy + 3x(iy)* + (iy)® = x> +3x°y +3xi’y* +i’y® = x® +3ix’y - 3xy® —-iy® =
(Re(x) +i1m(x))* + 3 (Re(xX) +iIm(x))* (Re(y) +i Im(y)) = 3(Re(x) +i Im(x))(Re(y) +iIm(y))* —i(Re(y) +iIm(y))® =
Re’(X) +3i Re?(X) Im(x) + 3i* Re(X) Im?(x) +i° Im*(X) + 3i(Re (X) + 2i Re(X) Im(x) +i% Im? (x))(Re(y) +i Im(y))
—3(Re(x) +ilm(x))(Re*(y) + 2i Re(y) Im(y) +i? Im*(y)) —i(Re*(y) + 3i Re* (x) Re(y) + 3* Re(y) Im? (y) +i° Im*(y)) =
Re®(x) + 3i Re? (x) Im(x) —3Re(x) Im?(x) —i Im*(x) + (3 Re?(X) — 6Re(X) Im(x) — 3i Im?(X))(Re(y) +i Im(y))
— (3Re(x) +3i Im(x))(Re* (y) + 2i Re(y) Im(y) — Im*(y)) —i Re*(y) - 3Re* (X) Re(y) + 3i Re(y) Im*(y) — Im*(y) =
Re®(x) + 3i Re? (X) Im(X) —3Re(X) Im?(X) —i Im*(X)
+3i Re” (X) Re(y) — 3Re? (x) Im(y) — 6Re(x) Im(x) Re(y) — 6i Re(x) Im(x) Im(y) — 3i Im?(x) Re(y) + 3Im?(x) Im(y)
—3Re(x) Re? () — 6i Re(x) Re(y) Im(y) + 3Re(X) Im? () — 3i Im(x) Re? (y) + 61m(x) Re(y) Im(y) + 3i Im(x) Im?(y)
—iRe’(y) —3Re*(x) Re(y) + 3i Re(y) Im*(y) —Im*(y) =
(Res(x) —3Re*(x)(Re(y) + Im(y)) — 3Re(X)(Re* (y) — 2Im(x) Re(y) +Im*(x) = Im?(y)) + 61m(x) Re(y) Im(y) + 3Im?(x) Im(y) — |m3(Y))
+ (3Re2(x)(lm(x) + Re(y)) - 6Re(X)(Im(x) + Re(y)) Im(y) - 3Im(x)(Re* (y) — Im?(y)) - 3Im*(x) Re(y) - Re®(y) - Im3(y))i
Es folgt: Re(z) = Re*(X) —3Re?(X)(Re(y) + Im(y)) —3Re(X)(Re*(y) — 2Im(x) Re(y) + Im?(X) — Im?(y)) + 6 Im(x) Re(y) Im(y) + 3Im?(X) Im(y) = Im3(y),
Im(z) = 3Re*(x)(Im(x) + Re(y)) - 6Re(x)(Im(x) + Re(y)) Im(y) —3Im(x)(Re*(y) — Im?(y)) —3Im*(X) Re(y) —Re’(y) - Im*(y).
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