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Aufgabe : Berechne fur reelle x, y:

sin(x+iy).

Losung : I. Die Erweiterung der reellen Zahlen R mit i = \/—_1 als imaginére Einheit mit i = -1 fuhrt
auf die komplexen Zahlen C, die wir als Paar von reellen Zahlen (a, b) = a + ib identifizieren und
auf der GauRschen Zahlenebene als Vektoren darstellen kdnnen. Die komplexen Zahlen C bilden
bzgl. Addition + und Multiplikation - einen Zahlenkdrper, d.h. es gelten die vom Reellen her be-
kannten GesetzméaRigkeiten vermdge der Grundrechenarten flr komplexe Zahlen z = z; = a + ib,
Z,=C+id:

z; + 2, = (a+c) + i(b+d)
Z, — 2, = (a-¢) + i(b-d)
7,2, = (a+ib)(c+id) = ac + iad + ibc + i’bd = (ac-bd) + i(ad+bc)
211z, = (a+ib)/(c+id) = (a+ib)(c-id)/[(c+id)(c-id)] = [ac-iad+ibc-i*bd]/(c*-i*d?) =
[(ac+bd)+i(bc-ad)])/(c®+d?) = (ac+bd)/(c*+d?) + i(bc-ad)/(c*+d?)
Zu z = a + ib gehoren: der Realteil Re(z) = a, der Imaginarteil Im(z) = b, die konjugiert komplexe

Zahl z = a — ib; es gilt: Z§:|42, wobei der Betrag der komplexen Zahl |7 =+a’ +b’ lautet.
Zudem lasst sich eine komplexe Zahl z darstellen als: z=|7[&", z=|74(cosp +ising) auf Grund

letztlich der Eulerschen Gleichung: € = cosg +ising . Damit zusammenhangend gelten die tbli-
chen Potenz- und Logarithmengesetze.

Il. Die Eulersche Gleichung fiihrt weiter auf die trigonometrischen Funktionen. Aus:
€? =cosp +ising, €'’ =cosE@) +isin(-¢) = cosp —ising
folgt durch Subtraktion der beiden Beziehungen:

5 . . . . e’ -e™
e’ —e™ =(cosp +ising) - (cosp —ising) = 2ising = sing = —
I
und damit eine Formel fir den komplexen Sinus. Analog ergibt sich durch Addition:

_ _ i¢ 4 a it
e’ +e =(cosp +ising)+(cosp —ising) = 2cosp = cosp :%.
und damit der komplexe Kosinus.

lll. Wir rechnen unter Verwendung der komplexen Sinus:
i(x+y) _ e—i(x+iy) eix—y _ e—ix+y e—yeix _ eye—ix
z=sin(x+iy) = - = - = : =
2 2 2

1(1 » 1(1 . ..

—| —=e*-ee™ |==| —(cos) +isin(x))— e’ (cosEx) +isin(-x)) | =
=& =5 5 eosty +isingd) e (cosx) +isint»)

1(1 . y . _
= g(cos(x)ﬂsm(x))—e (cos) —isin(x)) | =
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i_ icos(x) + ii sin(x) —e’ cos) + €’i sin(x)j =
2i\ e’ e’

i_ icos(x) —-e’ cos(x) + ii sin(x) +e’i sin(x)j =
2i\ e’ e’

i_ [i—eyjcos(x) +[i+eyji sin(x)} =i_(i—eyjcos(x) +i_(i—eyji sin(x) =
2i\\ e e’ 2i\e’ 2i\e’

i_ i—eyjcos(x)+1(i+eyjsin(x =i([i—eyjcos(x)+(i+eyji sin(x)j:
2i e 2\ e 2i\\e e’

?i(e—ly - eyji cosx) +%(e—1y + eyjsin(x) = —%(e—ly —eyji cos(x) +%(e_1y + eyjsin(x) =
l(iy+eyjsin(x) —i B;—(i—eyjcos(x) - Jrze_y sin(x) +i Bey_Te_ycos(x) =

2\ e e’
coshfy) sin(x) +i sinh(y) cos) = sin(x) coshfy) +i cos() sinh(y).

Es folgt noch: Re(z) = sin(x)- cosh(y;)Im(z) = cos(x)- sinh(y)
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