Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Flacheninhalt eines Dreiecks

Aufgabe : Die Punkte A(2|-1|3), B(2|-2|-2) und C(-1|2|5) sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Be-
rechne dessen Flacheninhalt.

1. Lésung : I. FUr die Berechnung des Flacheninhalts des Dreiecks AABC kann das Kreuzprodukt
(Vektorprodukt, aul3eres Produkt) verwendet werden:

o s azbs - asbz
axb=| ab -apb,
a:I.bZ - aZbl

Weiter gilt fir den Betrag des so erhaltenen Kreuzproduktvektors:

axbl=|a [.]b [$ing
. -
mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen den Vektoren @ und b . Der Betrag des
- -

Kreuzproduktvektors ist also die Flache des durch die Vektoren @& und b aufgespannten Paralle-
logramms. Die halbe Parallelogrammflache ist eine Dreiecksflache.

II. FUr ein Dreieck AABC gilt mithin die Fl&cheninhaltsformel:
1 - —>
A = 5 ABx AC

-> ->

wenn AB, AC die von der Ecke A ausgehenden Differenzvektoren zwischen den Dreiecksecken

sind (auch AB, BC bzw. AC, BC sind méglich).

I1l. Wir bilden aus den Ecken des Dreiecks AABC die Differenzvektoren:
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2 2 0 -1 2 -3

AB=|-2|-|-1]=| -1|, AC=| 2 |-|-1|=| 3
-2 3 -5 5 3 2
Das Kreuzprodukt errechnet sich als:
0 -3 13
ABXAC=| -1|x| 3 |=|15].
-5 2 -3
Der Betrag des Kreuzprodukts lautet dann:
13
ABx AC| = 15 | = /137 +15? + (-3)? =403 = 20,075.
-3

Der Dreiecksflacheninhalt ist somit:
1
A = 2

grol3.

- -> 1
ABx AC| = E [20,075 = 10,037 FE

2. Losung : I. Wir verwenden die Methode der Abstandsbestimmung zwischen Punkt P und Gera-

de g z.B. vermOge des Hilfsebenenverfahrens. Dazu sei die Gerade g: X = a+tu mit Stitz- und

Richtungsvektor, (SP der Ortsvektor zum Punkt P, der nicht auf der Geraden liegt. Die Konstrukti-
on einer Hilfsebene Ey, die senkrecht zur Geraden g steht und den Punkt P enthalt, fihrt mit dem

Normalenvektor _n =_u auf: Ey: _n[_b( = _nBLSP Der Schnittpunkt F von der Geraden g und der
Ebene Ey ist der sog. LotfuRBpunkt zum Punkt P auf der Geraden g. Der Betrag d(P,g) = d(P,F) =

->

PF| ist der Abstand zwischen Punkt P und Gerade g.

II. Im Dreieck AABC lasst sich durch die Ecken A und B eine Gerade g fuhren, der Abstand der

Ecke C zur Geraden g ist die Hohe des Dreiecks, also: h = d(C,g) = CEF mit LotfuBpunkt F. Die

Grundseite betragt: g = A_\B . Der Elacheninhalt des Dreiecks ergibt sich aus:

1
=—gh.
A, 29

Ill. Die Gerade g durch die Ecken A(2|-1|3) und B(2|-2|-2) des Dreiecks AABC bestimmt sich als:
2 2 2 2 0

g:_;:(STAHATB: =1+t | —-2|-| -1||=|-1|+t] -1].
3 -2 3 3 -5

IV. Zur Abstandsbestimmung zwischen der Ecke C(-1|2|5) des Dreiecks AABC und der Geraden g

0 -1
bilden wir mit Hilfe des Normalenvektors n =| —1 | und des Stlitzvektors OC =| 2 | die Hilfs-
-5 5

ebene:
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0 0)(-1

->

Eq: | -1|x=| -1 2 | ©Ey-Xo—5x3=0-2-25 Ey: X, — 5x3 =-27 & Ey: X + 5Xg = 27.
-5 -5 5

V. Der Schnittpunkt zwischen Gerade g und Hilfsebene E, ist der LotfuRpunkt F. Dieser errechnet
sich gemal:
g-> Xy = 2, Xp = -1, X3 = 3-5t -> Ey -> (-1-t) + 5(3-5t) = 27 & 14 — 26t = 27 < -26t = 13 &

] 2 0 2
t=-0,5-> OF =| -1|-05 -1|=| -05| -> F(2|-0,5/5,5).
3 -5) | 55

VI. Die Grundseite des Dreiecks AABC errechnet sich als:

0
g=|AB =|| 1| =407 +(-1)? +(-5)* =+/26 =51 LE.
-5

VII. Die Hohe des Dreiecks AABC bestimmt sich als:

2 -1 3
h=|CF|=|-05|-| 2 |=| -25]=43*+(-25)* +05° =./155 = 3,94 LE.
55 ) (5 05

VIII. Der Dreiecksflacheninhalt ist somit:

1 1
A, = Egh = 5,1:3,94=10,047 FE.

(FE = Flacheneinheiten, LE = Langeneinheiten)
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