Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Flacheninhalt eines Parallelogramms

Aufgabe : Die Punkte A(2|-1|3), B(2|-2|-2) und C(-1|2|5) sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Ergan-
ze das Dreieck zu einem Parallelogramm mit Ecke D. Berechne den Flacheninhalt dieses Paralle-
logrammes.

>

Losung : I. Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, ein Dreieck AABC zu einem Parallelogramm
ABCD zu ergdnzen. Dazu wird die Tatsache genutzt, dass jeweils die zwei gegeniberliegende
Parallelogrammeseiten charakterisierenden Differenzvektoren gleich sind; dabei gilt:

A_\B = D_C bzw. B_C = A_\D,
woraus u.a.:
OD = OA+ BC
fur eine fehlende Ecke D folgt.

Il. Fur die Berechnung des Flacheninhalts eines Parallelogramms ABCD kann das Kreuzprodukt
(Vektorprodukt, aul3eres Produkt) verwendet werden:

. q . b1 o azbs - asbz
a=|a,|, b=|b,| =>axb=| ab —ab,
a; b3 aibz - azbl

Weiter gilt fir den Betrag des so erhaltenen Kreuzproduktvektors:
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mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen den Vektoren @ und b . Der Betrag des
. _

Kreuzproduktvektors ist also die Flache des durch die Vektoren @& und b aufgespannten Paralle-

logramms. Fir ein Parallelogramm ABCD gilt mithin die Flacheninhaltsformel:

-> ->

wenn AB, AD die von der Ecke A ausgehenden Differenzvektoren zwischen Parallelogramm-

ecken sind (auch AB, A_\C bzw. AB, B:C usw. sind moglich).

[Il. GemaR der Beziehung OD = OA+ BC erganzen wir das Dreieck AABC zu einem Parallelo-
gramm ABCD durch Hinzufiigung der Ecke D vermdge:

-1 2 -3
BC=| 2 |-|-2|=| 4

5 -2 7
und:

2 -3 -1
C3>D: -1+ 4 |=| 3|,

3 7 10

also: D(-1|3|10).

IV. Wir errechnen den Differenzvektor:

2 2 0
AB=|-2|-|-1|=| -1
-2 3 -5
und haben (siehe lIl.):
-3
AD=BC =| 4
7
Das Kreuzprodukt errechnet sich als:
0 -3 13
ABXAD =| -1|x| 4 |=|15]|.
-5 7 -3
Der Betrag des Kreuzprodukts ist der Flacheninhalt des Parallelogramms:
13
A, =|ABx AC| = | 15 | = /137 +152 + (-3) = /4083 = 20,075 FE.
-3

(FE = Flacheneinheiten)

www.michael-buhimann.de / 03.2020 / Aufgabe 996

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Vektorrechnung > Flacheninhalt eines Parallelogramms 2



