Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Flacheninhalt eines Trapezes

Aufgabe : Die Punkte A(2|-1|3), B(2]-2|-2), C(-1]|0|-5), D(-1|3|10) sind die Eckpunkte eines Vier-
ecks. Zeige, dass das Viereck ein Trapez ist. Berechne den Flacheninhalt dieses Trapezes.

Losung : I. Ein Viereck ist ein Trapez, wenn zwei, gegentuberliegende Trapezseiten charakterisie-
rende Differenzvektoren Vielfache voneinander sind, d.h. wenn gilt:

ATBZkB[iE) oder A:E)=k[|?;a

Il. FUr die Berechnung des Flacheninhalts eines Trapezes ABCD kann das Kreuzprodukt (Vektor-
produkt, dul3eres Produkt) verwendet werden:

. q - b1 o azbs - asbz
a=|a,|, b=|b,| => axb=| ab —ab,
a, b3 aibz - azbl

Weiter gilt fir den Betrag des so erhaltenen Kreuzproduktvektors:
[.]b
. -
mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen den Vektoren @ und b . Der Betrag des
> -

Kreuzproduktvektors ist also die Flache des durch die Vektoren & und b aufgespannten Paralle-
logramms. Die halbe Parallelogrammflache ist eine Dreiecksflache.
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lll. Um den Flacheninhalt eines Trapezes ABCD zu ermitteln, ist das Trapez durch eine Diagonale
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von A nach C (oder von B nach D) in zwei Dreiecke AABC und AACD (oder AABD und ABCD) zu
unterteilen. In jedem der Dreiecke ist der Flacheninhalt gleich dem halben Flacheninhalt des Paral-
lelogrammes, das von den von einer Ecke ausgehenden Differenzvektoren aufgespannt wird, also
z.B.:

1

Avec =7 ABx AC L

1 1
» Anaco :E (oder: Aygp :E » Anseo :E

Der Flacheninhalts des Trapezes ABCD ist dann die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke
AABC und AACD (oder AABD und ABCD):

ACx AD ABx AD BCx BD

).

Ay =2/ A< AC|+ 1 Acx D :g(;\ax/gz; ; Az;xAbj
(oder: A, = 2| B D)+ L BCx 8D :g(/rax AD) +|BCx éaj)_
IV. Wir sehen, dass mit den Differenzvektoren:
2 2 0 -1 -1 0
AB=|-2|-|-1|=|-1|,cD=| 3 |-| 0 |=| 3
-2 3 -5 10 -5 15
die Beziehung:
0 0 0 0
~3AB=-3 -1|=CD=| 3 | oder: AB=| -1 :-%éﬁ:-é 3
-5 15 -5 15

gilt, womit die Parallelitéat der Vektoren folgt und der Nachweis des Vierecks ABCD als Trapez ge-
lingt.

V. Wir teilen das Trapez ABCD entlang der Diagonalen zwischen A und C auf und berechnen alle
notwendigen Differenzvektoren:

2 2 0 -1 2 -3 -1 2 -3
AB=|-2|-|-1|=|-1|, Ac=| 0 |-|-1|=| 1 |, AD=| 3 |-|-1|=| 4
-2 3 -5 -5 3 -8 10 3 7
Die bendtigten Kreuzprodukte bestimmen sich als:
0 -3 13 -3) (-3 39
ABxAC=| -1|x| 1 |=|15| ACxAD=| 1 |x| 4 |=| 45|,
-5) (-8 -3 -8 7 -9
Der Flacheninhalt des Trapezes ist folglich:
13 39
A, :g(AaanmaxAbj:% 15| +| 45 | |=
-3 -9

%(\/132 +152 +(=3)? +/39 + 457 + (-9)? ) = %(\/403 + \/3627) = % (\/403 + 3\/403) = 2,/403
= 40,15 FE.

(FE = Flacheneinheiten)
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