Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Schnittpunkt zwischen Dreieck und Gerade

Aufgabe: Die Punkte A(3|-10|-2), B(9]-2|4), C(8|0|8) sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Zudem ist
die Gerade

) 9 -2
g: x=|=-5(+1 1
0 3

gegeben.
a) Berechne Umfang und Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

b) Die Gerade schneidet die Dreieckflache. Bestimme den Schnittpunkt S und begriinde, dass der
Schnittpunkt innerhalb der Dreieckflache liegt.

Lésung: a) |. Zur Berechnung des Umfangs des Dreiecks ABC bendétigen wir die Langen der
Dreiecksseiten und haben daher zunachst die Differenzvektoren zwischen den Ecken A, B, C zu
bilden:

(9 3 (6) . (8) (3 (5} _ (8) (9) (-I
AB=|-2|-|-10|=|8|, AC=|0|-| -10|=|10|, BC=|0|-|-2|=| 2
4) \-2) (6 8) | -2) (10 8) L4) (4

Die Langen der Differenzvektoren betragen:

6 -1
Al#: 8 |1=v6>+8> +62 =2./34, A4= 10| =+4/5% +10> +10 =15, 34: 2 | =12 +22 447 =421

6 10 4

und der Umfang des Dreiecks lautet:

@

Il. Fir den zu errechnenden Flacheninhalt des Dreiecks ABC bendtigen wir das Kreuzprodukt:

u=|AB+ BC|=234 +15++/21 =~ 31,24 LE.

6 5 20
ABxAC =| 8 |x|10|=| =30,
6) (10 20
so dass sich als Flacheninhalt des Dreiecks ergibt:
20
A :% ABX AC :% -30 :%Jzoz +30? +20° :%DO\/E =517 =20,62 FE.
20
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b) I. Hinsichtlich der Schnittpunktberechnung zwischen Dreieck und Gerade ist zunachst zu ver-
weisen auf die Schnittpunktberechnung zwischen Gerade und Ebene, in der das Dreieck liegt.
Sind die Eckpunkte A, B, C des Dreiecks gegeben, so lassen sich daraus die Parameter- und/oder
die Koordinatengleichung der Ebene, auf der das Dreieck liegt, bestimmen. Hier ist es indes vor-
teilhafter, die Parameterform der Ebene zu verwenden, denn es muss ja noch festgestellt werden,
ob der Schnittpunkt innerhalb der Dreieckflache liegt. Dies geht aber nur tber die diesbeziglich zu
errechnenden Parameter. Ist ndmlich das Dreieck ABC vorgegeben und damit die Parameterglei-

chung der Ebene E: x> = 01>4+ rA>B+ sAZ?, so liegen die Ecken des Dreiecks bei r=s=0 (Ecke A),

r=1, s=0 (Ecke B), r=0, s=1 (Ecke C). Die Dreieckflache enthalt mithin die Punkte, fir die gilt:
r,s20,r+s<1(%).

Schneiden sich also eine Gerade g und die Ebene E innerhalb der Flache des Dreiecks ABC, so

mussen die Parameter des Schnittpunkts C also den Bedingungen (*) gentigen.

Il. Die Differenzvektoren AB , AC wurden schon berechnet. Somit gilt fiir die das Dreieck ABC
enthaltende Ebenengleichung in Parameterform:

3 6 5
E:x=| 10|+ 8 |+s10].
-2 6 10
9 -2
Wir setzen die vorgegebene Gerade g: _x> =| =5+ 1 | unddie Ebene E gleich und erhalten
0 3
ein lineares Gleichungssystem mit den drei Parameternr, s, t, also:
gNE ->
3 6 5 9 -2 -2 3
=10 |+r| 8 |+s|10|=| =5|+¢ 1 |-¢f 1 |,-]—10
-2 6 10 0 3 3 -2
6 5 2 6
rl8|+s/10 |+ —-1|=|5
6 10 -3 2

-> lineares Gleichungssystem.
Das lineare Gleichungssystem wird mit dem GauB-Algorithmus wie folgt geldst:
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Lineares Gleichungssystem:
+ 6r + 5s + 2t 6
+ 8r + 10s - 1t 5
+ 6r + 10s - 3t 2

Anfangstableau:

6 5 2|6

8 10 -1 | 5

6 10 -3 | 2

1. Schritt: 3*(2) - 4*(1) / 1%(3) - 1*(1) /
6 5 2| 6

010 -11 | -9

0 5 5| 4

2. Schritt: 2%(3) - 1*(2) /

6 5 2| 6

0 10 11 | -9

o 0 1] 1

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 6r+ 55+ 2t= 6

+ 10s - 11t = -9
+ 1t =1
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
t=1
s=0.2
r=05

Das lineare Gleichungssystem ist also I6sbar, es gibt zudem einen Schnittpunkt S, der wegen der
Parameter r = 0,5 und s = 0,2 (wegen r+s = 0,5+0,2 = 0,7 < 1) in der Flache des Dreiecks ABC
liegt. Die Koordinaten des Schnittpunktes bestimmen sich am einfachsten durch Einsetzen des
Parameters t = 1 in die Geradengleichung g:

i 9 -2 7
g->0S=|-5|+| 1 |=|—-4] ->Schnittpunkt S(7|-4|3).
0 3 3

Damit ist der Schnittpunkt gefunden.

(FE = Flacheneinheiten, LE = Langeneinheiten)
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