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Aufgabe : Gegeben ist die ganz rationale Funktion 4. Grades:   
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Bestimme die Nullstellen, Extrempunkte und Wendepunkte der Funktion und skizziere diese. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lösung : I. Für eine ganz rationale Funktion (Polynomfunktion) n. Grades gelten allgemein folgen-
de  
 
Zentrale Punkte der Kurvendiskussion  
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I. Ableitungen (nach Potenz- und Summenregel sowie Regel vom konstanten Faktor): 
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II. Nullstellen (Anzahl maximal n; Gleichung f(x) = 0 lösen):  
f(x) = 0 -> x1, x2, … -> N(x1|0), N(x2|0), … (Nullstellen mit gerader Vielfachheit als Hoch-/Tiefpunkte ohne 
Vorzeichenwechsel; Nullstellen mit ungerader Vielfachheit mit Vorzeichenwechsel) 
III. Hochpunkte, Tiefpunkte (Anzahl maximal n-1; Gleichung f‘(x) = 0 lösen, Lösungen in f‘‘(x) einsetzen):  
a) f‘(x) = 0 -> x1, x2, … 
b) f‘‘(x1) < 0 -> H(x1|f(x1)) oder f‘‘(x1) > 0 -> T(x1|f(x1)); f‘‘(x2) < 0 -> H(x2|f(x2)) oder f‘‘(x2) > 0 -> T(x2|f(x2)); … 
IV. Wendepunkte (Anzahl maximal n-2; Gleichung f‘‘(x) = 0 lösen, Lösungen in f‘‘‘(x) einsetzen):  
a) f’‘(x) = 0 -> x1, x2, … 
b) f‘‘‘(x1) ≠ 0 -> W(x1|f(x1)); f‘‘‘(x2) ≠ 0 -> W(x2|f(x2)); … 
IVa. Sattelpunkte x0 liegen vor, wenn (nach III. und IV.) gilt: 
f‘(x0) = 0, f‘‘(x0) = 0, f‘‘‘(x0) ≠ 0 -> S(x0|f(x0)) 

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen 
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II. Wir berechnen für die auf alle reellen Zahlen definierte Funktion f(x) die Ableitungen (nach Po-
tenz- und Summenregel) als:   
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86823)(''' −=−⋅= xxxf  (3. Ableitung). 
 

III. Nullstellen: Nullsetzen der Funktionsgleichung ergibt u.a. durch Ausklammern von x3 und nach 
dem Satz vom Nullprodukt:  
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Nullstellen der Funktion sind somit: x=0, x=16/3. Also: N1(0|0), N2(16/3|0). 
 

IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Das Nullsetzen der 1. Ableitung führt zu den 
folgenden Gleichungsumformungen:  

400400)4(040)(' 2223 =∨=⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔= xxxxxxxxxf  
 
u.a. durch Ausklammern mit x2, Satz vom Nullprodukt und Ziehen der Quadratwurzel. 
 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:  

00803)0('' 2 =⋅−⋅=f , wodurch eine Identifizierung als Extrempunkt nicht möglich ist 
 

403232644844)4('' 2 =⇒>=−=⋅−⋅= xf  als relatives Minimum. 
 
x=4 relatives Minimum (Tiefpunkt) der Funktion. Der diesbezügliche Kurvenpunkt lautet wegen f(4) 
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V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:  
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wieder durch Ausklammern und mit dem Satz vom Nullprodukt.  
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinaten der potenziellen Wendepunkte in die 3. 
Ableitung führt auf:  

008806)0(''' =⇒≠−=−⋅= xf  als Wendepunkt. 

3

8
088168

3

8
6)

3

8
(''' =⇒≠=−=−⋅= xf  als Wendepunkt. 

 
Wegen f‘(0) = 0 (siehe III.) liegt an der Stelle x = 0 ein besonderer Wendepunkt, ein Wendepunkt 
mit waagerechter Tangente, ein Sattelpunkt vor. Es gilt auf Grund f(0) = 0: W1(0|0) = S(0|0). We-

gen f(8/3) = 64,12
81

1024

3

8

3

4

3

8

4

1
34

−≈−=






⋅−






⋅  lautet der Wendepunkt: W2(8/3|-12,64). 
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VI. Wertetabelle, Zeichnung:  
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