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Aufgabe: Skizziere die gebrochen rationale Funktion f(x) = durch Untersuchung
(x—4)(2x+3)

der Funktionskurve auf Nullstellen, auf senkrechte Asymptoten und die waagerechte Asymptote.

Lésung: |. Allgemein gilt fur die Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung einer gebrochen ratio-
nalen Funktion f(x) die folgende Vorgehensweise:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion
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Funktion: f(x) =

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner=0-> b, x" +bm_1x'"'1 +..+bx+b, =0 -> Xp1, Xpg, ... -> Ds = R\{Xp1, Xpy, ...} (Definitionsbereich)

n-1

b) Zéhler=0-> g, x" +a, x"" +..+tax+a, =0 -> Xn1, Xng, ---

¢) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernullstelle xp mit einer Zahlernullstelle xy tberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x—xp)I = (x-xn)* (I=k) zu f*(x) gekiirzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gré-
Ber Kk, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
K, so liegt bei xp eine Licke mit Lickenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei xpq, Xp2, ... Senkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x-xp)I vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem | (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<Xp) Und f(x)-> (X->Xp, Xx>Xp) 0der mit f(X)-> (X->Xp, X<Xp) UnNd f(X)->- (X->Xp, X>Xp)), 0hne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<Xp) und f(x)->-% (X->Xp, X>Xp) 0der mit f(x)-> (x->xp, Xx<Xp) und f(x)-> (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei xn1, Xn2, ... Nullstellen mit Linearfaktor (x-xp)k vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzeichenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

II. Waagerechte Asymptote: Fir x -> £ gilt:
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[ll. Ableitungen (nach Quotientenregel; zuvor (wenn mdglich) Funktionsterm f(x) zu f*(x) kirzen; bei Ablei-
tungen gleiche Faktoren in allen Summanden des Bruchs kiirzen; zu beachten sind Vorgehensweisen zum
leichteren Ableiten, d.h.: Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Z&hler und Anwendung der Ket-
tenregel, Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz
x" und Anwendung der Potenzregel)

IV. Hochpunkte, Tiefpunkte (relative Extrema; Gleichung f'(x) = 0 I6sen, Lésungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4|f(x1)) oder “(x1) > 0 -> T(x4]f(x1)); f“(x2) < 0 -> H(xoJf(x2)) oder f“(x2) > 0 -> T(Xo[f(x2)); ...

V. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Lésungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> x4, Xo, ...
b) f“(x1) # 0 -> W(x4[f(x1)); f*'(x2) # 0 -> W(Xo[f(X2)); ...

Va. Sattelpunkte x, liegen vor, wenn (nach IV. und V.) gilt:
f'(Xo) = 0, (Xo) = 0, f*"(Xo) # 0 -> S(Xo|f(x0))

Kurvendiskussion gebrochen rationaler Funktionen

Fir das Skizzieren einer gebrochen rationalen Funktion genligt es meist, sich auf die Nullstellen,
die senkrechten Asymptoten und die waagerechte Asymptote zu beschranken.
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[l. Nullstellen: Wir setzen den Zahler des Bruchterms der Funktion f(x) gleich 0 und erhalten sofort:
f(x) =0 x*=0< x=0.

Damit haben wir die Nullstelle: N(0]|0). Wegen der Vielfachheit 2 des x-Terms im Zahler des Funk-
tionsbruchs ist die gefundene Nullstelle eine doppelte.

[ll. Senkrechte Asymptoten/Polstellen: Wir setzen den Nenner des Bruchterms der Funktion f(x)
gleich 0 und haben:

(x-4)2x+3) =0 x4=0,2x+3=0" x=4,2x=-3 > x=4,x=-1,5.

Wegen der Vielfachheit 1 des Linearfaktors (x—4) im Nenner des Funktionsterms liegt an der Stelle
x=4 eine senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel vor. Der Linearfaktor (2x+3) tritt ebenfalls
nur einmal im Nenner des Funktionsterms auf, so dass es sich auch an der Stelle x=-1,5 um eine
senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel handelt. Hinsichtlich des Definitionsbereichs der
Funktion f(x) gilt dann noch: Dy = R\{-1,5, 4}.

IV. Waagerechte Asymptote: Wir betrachten f(x) fir betragsmaBig groB3e x, also:

2 2
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X - 2x L —=05 =y
(x-4)2x+3) 2x —-... 2
mit y = 0,5 als waagerechter Asymptote; der Zahlergrad (héchste Potenz im Zahler: x?) ist namlich
gleich dem Nennergrad des Funktionsterms (hdchste Potenz im Nenner: x?).

X->00 => f(x) =

V. Wertetabelle, Zeichnung:

T I (I L e
-7.46 0.4074 -0.01 0 || Wendepunkt W(-7.46]0.41)
-4.8 0.3967 0 0.01 || Tiefpunkt T(4.8|0.4)
-1.5 Foo +0 1 || Senkrechte Asymptote/Pol x = -1.5
0 0 0 -0.17 || Nullstelle N(0|0) = Schnittpunkt

S,(0/0) = Hochpunkt H(0]0)

4 Foo -0 +« || Senkrechte Asymptote/Pol x = 4
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