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Aufgabe : Gegeben ist die gebrochen rationale Funktion f(X) =2—2. Charakterisiere den
XS+ X—
Funktionsverlauf u.a. durch Untersuchung auf Nullstellen, senkrechte und waagerechte Asympto-
ten sowie Licken.

Losung : I. Allgemein gilt fur die Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung einer gebrochen ratio-
nalen Funktion f(x) die folgende Vorgehensweise:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion

a, X" +a, X"+ ax+a, | a (X X)® (X Xy,) DLIR(X)
b, X™ +b, X" +..+bx+b, b (X—Xs)" (X=Xp,)" O.R,(X)

Funktion: f (x) =

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner=0-> b _x" +b_ X" +..+bX+b, =0 -> Xp1, Xpy, ... > Dy = R\{Xp1, Xpy, ...} (Definitionsbereich)

b) Zahler=0-> a, X" +a,, X" +..+ X+ a, =0 -> X1, Xnz, ...

¢) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernullstelle xp mit einer Zahlernullstelle xy tGberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x—xp)I = (x—xN)k (I=k) zu f*(x) gekurzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gro-
Ber Kk, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
k, so liegt bei xp eine Liicke mit Lickenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei Xpy, Xp2, ... Senkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x-xp)I vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem | (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<xp) UNd f(X)->= (X->Xp, X>Xp) oder mit f(x)-> (X->Xp, X<xp) UNd f(x)->- (X->Xp, X>Xp)), ohne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<Xp) UNd f(X)->- (X->Xp, Xx>Xp) 0der mit f(X)-> (X->Xp, X<Xp) UNd f(X)-> (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei Xy, Xn2, --- Nullstellen mit Linearfaktor (x-xp)k vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzeichenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

Il. Waagerechte Asymptote: Fir x -> +« gilt:
>0 fallsn<m

n n-1
a, X" +a, X"+, +ax+a,
b, X" +b, X" +...+bXx+Db,

a

> " fallsn=m
m

-> +o0 fallsn>m

f(x)=

Im Fall n>m ergibt sich (eventuell nach Polynomdivision) eine Grenzkurve y = S—” x"™™ + ...; die Naherungs-
m
kurve ist eine schiefe Asymptote (Gerade) y = mx+c, wenn n=m+1 gilt.

lll. Ableitungen (nach Quotientenregel; zuvor (wenn mdoglich) Funktionsterm f(x) zu f*(x) kiirzen; bei Ablei-
tungen gleiche Faktoren in allen Summanden des Bruchs kirzen; zu beachten sind Vorgehensweisen zum
leichteren Ableiten, d.h.: Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Zahler und Anwendung der Ket-
tenregel, Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz
x" und Anwendung der Potenzregel)

IV. Hochpunkte, Tiefpunkte (relative Extrema; Gleichung f'(x) = 0 l6sen, Losungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> xq, Xo, ...
b) f'(x1) <0 -> H(x4[f(x1)) oder f'(x1) > 0 -> T(x4[f(x1)); f(X2) < 0 -> H(X[f(x5)) oder f'(xz) > 0 -> T(Xa[f(X2)); ...

V. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f“(X) =0 -> Xq, Xo, ...
b) f*'(x1) # 0 -> W(Xa[f(x1)); F*'(x2) # 0 -> W(X,|f(x2)); ...

Va. Sattelpunkte x, liegen vor, wenn (nach IV. und V.) gilt:
f(xo) = 0, f*(Xg) = 0, *'(X0) # 0 -> S(Xolf(0))
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II. Umformen der Funktionsvorschrift: Die gebrochen rationale Funktion f(x) kann wegen:
Zahler: x*—1=0® x*=1 © x =1 -> (xX*~1):(x-1) = x*+x+1 (Polynomdivison) ->

x® — 1 = (x-1)(x*+x+1) (Faktorzerlegung)
1+ 1P -4A00-2) -1449 -1+
Nenner: X’ +x—2=0® X, = =2 _ 1‘\/5: 1£3

211 2
X2 + X — 2 = (x-1)(x+2) (Linearfaktorzerlegung)

Xp=1,X=-2->

auch durch Kirzen wie folgt umgeformt werden:
x}-1  (x-D(x*+x+1) _ x*+x+1

XZ+x-2  (X-D(x+2) = x+2

Die Umformung (*) bestimmt u.a. die folgenden Vorgehensweisen.

f(x) =

(*)-

-1 (Xx-D(x*+x+1)
X2 +x-2  (Xx=1(x+2)
wo der Nenner des Bruchs verschwindet, also (s. I1.):

XCHX—2=0 %=1, X, =-2.
Der Definitionsbereich ist daher: Ds = R\{-2; 1}. An den Definitionsliicken kdnnen dann (s. V., VI.)
Polstellen (senkrechte Asymptoten) oder Funktionsliicken auftreten.

ist dort nicht definiert,

1. Definitionsbereich: Die Funktion f(X) =

IV. Nullstellen: Fir die Bestimmung eventueller Nullstellen ist der Zahler des gekiirzten Funktions-

X2 +x+1

terms f(X) = T relevant. Der Z&hlerterm x*+x+1 ist aber tiberall positiv, so dass keine
X +

Nullstellen bestimmt werden kénnen.

V. Senkrechte Asymptoten/Polstellen: Polstellen lassen sich gemaf (*) mit Hilfe des gekurzten

2
, X"+ X+1 ,
Funktionsterms f(X) = 12 erkennen. Denn der Linearfaktor des Nenners x+2 = (x+2)" hat
X

bei x = -2 eine einfache (siehe Exponent des Linearfaktors) Nullstelle, so dass hier eine Polstelle
mit Vorzeichenwechsel vorliegt.

2
, X+ x+1 I ,
VI. Lucke: Der gekiirzte Funktionsterm f(X) = e = f *(X) hat den Definitionsbereich:
X

X3

Dy = R\{-2}, der urspriingliche Funktionsterm f(x) = 2—_1 den Definitionsbereich
+

D = R\{-2; 1}. Wegen der Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktionen f(x) und f*(x) auf ihren
jeweiligen Definitionsbereichen besitzt die Funktion f(x) an der Stelle x = 1 eine stetige Fortsetzung
durch die Funktion f*(x). Es gilt daher:

: : - L X HEX+L Z+1+

lim () =lim—""t = im XX ez e =L o3

x->1 L2 +x =2 x>1 x+2 %ot 1+2 3
An der Stelle x = 1 hat die Funktion f(x) eine Lucke als hebbare Unstetigkeitsstelle und ist damit
stetig fortsetzbar mit stetig erganztem Luckenwert f*(1) = 1.
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VII. Schiefe Asymptote: Fir betragsmaRig grof3e x existiert eine schiefe Asymptote, die es geben
x}*-1 _ x*+x+1

x> +x-2 X+2

hoher ist als der des Nennerpolynoms. Wir fiihren eine Polynomdivision durch und erhalten:

muss, weil im Funktionsterm f(x) =

der Grad des Zahlerpolynoms um 1

1
Zax+1):(x+2) =x —1— —— = f(X
(Xx+1):(x+2) = x 2 ()
-(X°+2x)

-X+1

-(-x+2)
-1

als weitere Darstellung der gebrochen rationalen Funktion. Nun gilt:
X->to0 => 1/(x+2) -> 0,
so dass die Gerade y = x — 1 eine schiefe Asymptote zu f(x) ist.

VIII. Wertetabelle, Zeichnung:

| Wertetabelle: |
B | () [FF()] | F(x) ) | Besondere Kurvenpunkte |
s A owr| oz |
| -4.5|| -6.7 || 052  -0.38 |
| 4| -6.5|| 025/ 075 |
| -3.733| -6.4641 0/ -1.15] Hochpunkt H(-3.73|-6.46) |
| 35| 65| 033  -178] |
| 7| 2| 6| |
T I I | |
| -2 || -Infinity|| 3000001 || Infinity || Senkrechte Asymptote/Pol x = -2 |
T s w| s |
4 A 2 o |
| -0.5|| 05| -0.33|| 178/ |
| -0.268| 0.4641 | ol 1.15|| Tiefpunkt T(-0.27/0.46) |
| of 05| 0.25/| 0.75/| Schnittpunkt S,(0]0.5) |
| 05| 0.7/ 0.52|| 0.38]| |
| 1| [ 0.67/| -|| Liicke L(1][1]) |
| 15| 1.3571]| 0.76/| 0.14| |
| 2|| 1.75|| 0.81/| 0.09]| |
| 25| 2.1667 || 0.85/| 0.07]| |
| 3| 26| 0.88/| 0.05| |
| 35| 3.0455 || 0.9/ 0.04| |
| 4| 35| 0.92/| 0.03]| |
| 45 3.9615 || 0.93/| 0.02]| |
| 5| 4.4286 | 0.94/| 0.02]| |
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Graphen (Funktion f(x); Funktion f*(x), schiefe Asymptote y)
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