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Mathematikaufgaben
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> Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung

Aufgabe : Gegeben ist die gebrochen rationale Betragsfunktion f(x) = |><I +X- 2+ |XI Charakteri-
siere den Funktionsverlauf u.a. durch Untersuchung auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte,
senkrechte, waagerechte und schiefe Asymptoten sowie Licken.

Losung : I. Allgemein gilt fir die Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung einer gebrochen ratio-
nalen Funktion f(x) die folgende Vorgehensweise:

Zentrale Punkte der Kurven diskussion

n n-1 _ ke _ K
Funktion: f(x)= a X ta X~ t..tax+ta _a (X = Xy1) ™ (X = Xy,) " LR (X)
mem + bm_lxm'l +...+ le + b0 bm(x - Xpl)kl (X - sz)k| 1. [Rz (X)

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner =0 -> b _x" + bm_lxm'l +...+bX+b, =0 ->Xp1, Xpy, ... -> Dy = R\{Xp1, Xpz, ...} (Definitionsbereich)

b) Zahler=0 -> aan + a.n_an_l +...+ a1X + a.o =0 -> XN1y XN2y ---

¢) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernullstelle Xp Mit einer Zahlernullstelle xy Gberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x- xp) = (x- xN) (I=k) zu f*(x) gekurzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gro-
Ber k, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
k, so liegt bei xp eine Liicke mit Luckenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei Xp1, Xpy, ... Senkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x- xp) vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem I (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote Xp mit f(x)->-
(X->Xp, X<xXp) und f(x)-> (X->Xp, X>Xp) oder mit f(X)->= (X->Xp, X<xp) und f(x)->-< (X->Xp, X>Xp)), ohne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<xp) und f(x)->-%0 (X->Xp, X>Xp) 0der mit f(x)->« (X->Xp, X<xp) und f(x) ->00 (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei Xy, Xn2, --- Nullstellen mit Linearfaktor (x- xp) vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzelchenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

Il. Waagerechte Asymptote: Fir x -> + gilt:
>0 fallsn<m

n n-1

a,x"+a,_x" +..+tax+a,
m m-1

b, x™+b, X" +...+bX+Db,

a

> " fallsn=m
m

-> to0 fallsn>m

f(x)=

Im Fall n>m ergibt sich (eventuell nach Polynomdivision) eine Grenzkurve y = b—” x"™ + ..; die Naherungs-
m
kurve ist eine schiefe Asymptote (Gerade) y = mx+c, wenn n=m+1 gilt.

lll. Ableitungen (nach Quotientenregel; zuvor (wenn mdoglich) Funktionsterm f(x) zu f*(x) kiirzen; bei Ablei-
tungen gleiche Faktoren in allen Summanden des Bruchs kirzen; zu beachten sind Vorgehensweisen zum
leichteren Ableiten, d.h.: Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Zahler und Anwendung der Ket-
tenregel, Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz
x" und Anwendung der Potenzregel)

IV. Hochpunkte, Tiefpunkte (relative Extrema; Gleichung f'(x) = 0 l6sen, Losungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> xq, Xo, ...
b) f'(x1) < 0 -> H(X4|f(xy)) oder f'(x1) > 0 -> T(X4[f(X1)); F'(X2) < 0 -> H(X,[f(Xp)) oder f'(xp) > 0 -> T(X,|f(X2)); ..

V. Wendepunkte (Gleichung f*(x) = 0 I6sen, Lésungen in f*‘(x) einsetzen):
a) f'(xX) =0 -> Xy, X, ...
b) f**(Xq) # 0 -> W(Xy[f(X1)); ' (X2) # 0 -> W(X,]f(X2)); ..

Va. Sattelpunkte x, liegen vor, wenn (nach IV. und V.) gilt:
f'(xg) =0, f"(Xo) = 0, f*'(Xo) # 0 -> S(Xolf(X0))
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II. Umformen der Funktionsvorschrift: Die gebrochen rationale Betragsfunktion f(x) kann wie folgt
umgeformt werden:

X +X— |XI XIXI ZIXI 2 |X|2+X|XI_2|X|+2:X2+|XI(X_2)+2
o= x-2epr=prs T £ X

x+x—2+g:2x—2+g (x>0)
F(x) =[x+ x-2+2 X 5 (*).

2 2
|XI —X+X—2+_—X=—2—; (x<0)

*)

Gemal (**) besteht die Funktion von f(x) aus zwei gebrochen rationalen Teilfunktionen. Die Um-
formungen (*) und (**) bestimmen u.a. die folgenden Vorgehensweisen.

[I1. Definitionsbereich: Die Funktion f(Xx) = |x|+x 2+|X| ist dort nicht definiert, wo der Nenner
des Bruchs verschwindet, also (s. Il.) bei x = 0. Der Definitionsbereich ist daher: D; = R\{0}. An der
Definitionsliicke kdnnen dann (s. V.) Polstellen (senkrechte Asymptoten) oder Funktionsliicken
auftreten.

IV. Nullstelle: Fur die Bestimmung eventueller Nullstellen ist der Zéhler des Funktionsterms in

2+[¥(x-2)+2

™: f(x)= |Xi relevant. Der Zahlerterm verschwindet, wenn gilt:

X+ [X|(x=2) +2=0
1. Fall: x>0:
XHX(x=2)+2=0 X +xX°=2X+2=0 2 -2x+2=0& x*—x+1=0 &

_1+y17-400 _1z \/

X -> keine Losungen.
12 ~ on g

2. Fall: x<0:
X+ (X)x2)+2=0 X -x*+2Xx+2=0>2x+2=0& 2x=-2 & x=-1.

Die einzige Nullstelle von f(x) ist: N(-1|0).

V. Senkrechte Asvmptote/PoIsteIIe: Die einzige Polstelle der Funktion lasst sich aus dem Funkti-

X

der Betrage in der Funktionsvorschrift liegt gemaf (**)eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel vor.

onsterm f(X) = |x| +X- 2+ erkennen. Denn der Nenners verschwindet, wenn x = 0 ist. Wegen

VI. Waagerechte, schiefe Asymptote: Fir grol3e positive x existiert geman (**) eine schiefe Asymp-

tote y, da bei f(x)=2x- 2+g wegen 2/x -> 0 flr x->+ gilt:
X

X->t00 =>f(X) ->2Xx -2 =y,
so dass die Gerade y = 2x — 2 eine schiefe Asymptote zu f(x) ist. Weiter gilt fir betragsméafig gro-
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Re negative x auf Grund von f(x) =-2 _2 und 2/x -> 0 fur x->-«:
X

X->-00 => f(X) -> -2 =y,
so dass die Gerade y = -2 eine waagerechte Asymptote zu f(x) ist. Die beiden Asymptoten schnei-
den sich im Ubrigen im Punkt P(0]-2).

: . . . 2 §
VII. Ableitungen: Die ersten drei Ableitungen zu f(X)=2x—-2+==2x-2+2x", x>0, lauten
X

nach der Potenzregel fur das Ableiten:

f'(x)=2+2(-)x > =2-2x7* = 2—i

2

X
£7(x) = -2(-2)x? ==
X
f(x) =4(-3)x™* =-12x"" = —% ,
2 4
zu f(X)=—2-—=-2-2x", x<0:
X
f'(x) =-2(-)x* =2x"% = x_22
F1(x) = 2(-2)x° = —4x3 = —Xig
fr(x) =-4(-3)x™* =12x* = %

VIII. Extrempunkte: Wir setzen die 1. Ableitung gleich Null und erhalten fir x>0:

f'(x):z—x—22=0 G2 -2=0@ 2 =2 x* =1 x =1,

wobei wegen x>0 nur x =1 eine Stelle mit waagerechter Tangente ist. Einsetzen von x = 1 in die 2.
Ableitung ergibt dann:

f"(1)=1i3=4>o

und damit einen Tiefpunkt von f(x) mit f(1) = 2: T(1]|2). Nullsetzen der 1. Ableitung fur x<0 fuhrt auf:
f'(x):X—22=O < 2=0,

also zu keiner Losung, so dass einzig der Tiefpunkt als Extrempunkt der Funktion erkannt wurde.

IX. Wendepunkte: Auch hier unterscheiden wir die Falle x>0 und x<0 und haben mit dem Nullset-
zen der jeweiligen 2. Ableitung:

x>0: f'(X)= £ =0 ®4=0
X
4

X3

x<0: f"(X)=——=0&-4=0
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jeweils keine Losungen. Wendepunkte von f(x) existieren also nicht.

X. Wertetabelle, Zeichnung:

| Wertetabelle: |
|x || f(x) “ f'(x) Hf"(x) || Besondere Kurvenpunkte |
o] as| o] o |
| -o5||  -1789s|  0.02 of |
. 9| a7778) 002 0.01/| |
| 85| -17647| 0.3 0.01/| |
] -1.75||  0.03] 0.01| |
| 75| -17333) 0.4 0.01/| |
C 7|l a7143] 004 0.01/| |
| 65|  -1.6923] 005 0.01/| |
| 6| 16667 0.6 0.02/| |
| 65| -16364] 007] 0.02]| |
s 6| om| oo |
| 45| 15586 0.1 0.04/| |
4l as| ox|  om |
| 35| -14286] o016 0.09 | |
| 3| 13333) o022 0.15/| |
| 25| 12| 032] 0.26/| |
2 4| os|  os |
| 15| -0.6667| 0.89] 119 |
I ol 2|| 4| Nulistelle N(-1/0) |
os 3 I |
| 0 || Infinity“ 1 H -Infinity” Senkrechte Asymptote/Pol x = 0 |
~os I — |
| 1 2|| o 4|| Tiefpunkt T(1]2) |
| 15| 23333|| 111 119 |
] S |
. 25| 38| 168 0.26 | |
R 4.6667|| 1.78] 0.15/| |
N 55714/  1.84] 0.09/| |
4 es| e ooy |
| a5 7.4444| 19| 0.04/| |
| 84| 192 o003 |
R 9.3636|| 1.93] 0.02 | |
| 6|| 103333 194 0.02/| |
| 65| 113077]  195] 0.01/| |
. 7| 122857] 196 0.01 | |
| 75| 132667 1.96] 0.01 || |
| 8|l 14.25||  1.97| 0.01/| |
| 85| 152383 197 0.01|| |
| 9|  16.2222| 1.98| 0.01/| |
| 95| 17.2105] 1.98| of |
1] 182 198 o |
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Graphen (Funktion f(x); waagerechte, schiefe Asymptote y)
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