Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung

Aufgabe: Gegeben ist die Funktion f(x) = %ln(x2 +4). Charakterisiere den Funktionsverlauf u.a.
durch Untersuchung des Verhaltens fir betragsmaBig groB3e x, auf Nullstellen, Extrem- und Wen-
depunkte.

Lésung: |. Allgemein qilt fir die Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung einer reellwertigen
Funktion f(x) die folgende Vorgehensweise:

Kurvendiskussion

Differenzierbare Funktion: f: Ds -> R mit Funktionsterm y = f(x), Ds als maximale Definitionsmenge (als R [bei
ganz rationalen Funktionen, trigonometrischen Funktionen, Exponentialfunktionen] bzw. chne Nenner-
nullstellen bei Bruchtermen [von gebrochen rationalen Funktionen] bzw. ohne Stellen mit negativen Radi-
kanden [bei Quadratwurzeln] usw.)

I. Ableitungen: f(x), f*(x), f“'(x)

Il. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 I6sen):
f(x) =0 -> X3, X2, ... -=> N(x4]0), N(x2]0), ...

[ll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Gleichung f'(x) = 0 I6sen, Lésungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4|f(x1)) oder f“(x1) > 0 -> T(x4]f(x1)); f“(x2) < 0 -> H(xoJf(x2)) oder f“(x2) > 0 -> T(Xo[f(x2)); ...

[lla. Punkte mit waagerechter Tangente (Gleichung f'(x) = 0 I16sen):
f'(x) = 0 -> X4, Xp, ... -> P1(X4[f(x4)), Pa(x[f(x2)), ...

IV. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 Idsen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) # 0 -> W(x4[f(x1)); f*'(x2) # 0 -> W(X[f(x2)); ...

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach lll. und 1V.) gilt:
f'(Xo) = 0, (Xo) = 0, f**(Xo) # 0 -> S(Xo|f(x0))

V. Polstellen/senkrechte Asymptoten, Licken:

a) Definitionsmenge Ds -> Randstellen der Definitionsmenge D; => Definitionslicken x4, X, X3 ...

b) X->Xq, X>X1: f(X) -> +°0, X->Xq, X<X1: f(X) -> -0 oder: X->Xq, X>X;: f(X) -> -, X->X;, X<X;q: f(X) -> +* => x; Pol-
stelle mit Vorzeichenwechsel

C) X->Xa2, X>X2:! f(X) -> +%0, X->Xo, X<Xo:! f(X) -> +° 0der: X->Xa, X>Xa: f(X) -> -0, X->Xp, X<Xz: f(X) -> - => X, Pol-
stelle ochne Vorzeichenwechsel

d) x->x3: f(x) -> r => x5 (stetig fortsetzbare, hebbare) (Definitions-) Licke mit Liickenwert r

VI. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach lIL.]; bei abwechselnden Hoch- und Tief-
punkten Xy, Xa, ..., Xp Mit Xy < X2 < ... < X, Xg als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-=, x1): f(xX) monoton steigend (x; als Hochpunkt, f'(xo)>0) oder monoton fallend (x; als
Tiefpunkt, f'(x0)<0);

— Monotonieintervall (x4, X2): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit
steigender Monotonie, f'(xg)<0) oder monoton steigend (x; als Tiefpunkt, x, als Hochpunkt, vorheriges
Intervall mit fallender Monotonie f'(xo)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, vorheriges Intervall mit steigender Mono-
tonie f'(xg)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit fallender Monotonie,
f'(x0)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Monotonieintervalle mit einzubeziehen.

VII. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitéat, Konkavitat [nach [IV.]; bei Wendepunkten x1, Xz, ..., X,
mit X1 < X2 < ... < Xp, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-=, x;): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, f“(xo)>0) oder rechts gekrimmt
(bei Hochpunkt im Intervall, f(xq)<0);

— Krimmungsintervall (xq, x2): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, “(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f“(xq)>0); ...
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— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, “(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f“(x0)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Krimmungsintervalle mit einzubeziehen.

VIII. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie zur y-Achse: f(-x) = f(x) (gerade)

b) Punktsymmetrie zum Ursprung: f(-x) = -f(x) (ungerade)

¢) Vielfache und Summe von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung punkt-
symmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch bzw. zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit geraden Exponenten enthalten, sind zur y-Achse ach-
sensymmetrisch. Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit ungeraden Exponenten enthalten, sind
zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Produkte und Quotienten von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung
punktsymmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch. Ist in einem Produkt der eine Faktor
zur y-Achse achsensymmetrisch, der andere zum Ursprung punktsymmetrisch, dann ist das Produkt zum
Ursprung punktsymmetrisch; Entsprechendes ergibt sich fiir einen Quotienten aus einer Zahler- und Nenner-
funktion.

e) Es qilt fir die Ableitungen einer Funktion f(x): f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f*(x)
achsensymmetrisch usw.; f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f“(x) punktsymmetrisch usw.
f) Nicht konstante Funktionen, die zur y-Achse achsensymmetrisch sind, besitzen auf der y-Achse einen
Extrempunkt, falls dort definiert.

IX. Verhalten fur betragsmafig grof3e x (x->c, X->-00) bzw. an den Randstellen des Definitionsbereichs:
a) f(x) als ganz rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion):

an>0 nungerade n gerade an<0 nungerade n gerade
X->00 f(x) -> oo f(X) -> o0 X->00 f(x) -> -o0 f(X) -> -o0
X->-00  f(X) -> -00 f(X) -> o0 X->-00  f(X) -> 0 f(X) -> -o0

b) f(x) als gebrochen rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion im Z&hler, m als Grad der
ganz rationalen Funktion im Nenner):

X->z0:f(x)->0=y (n<m)
X ->zx=:f(x)->ab =y (n = m; a, b Koeffizienten der héchsten Potenz im Zahler bzw. Nenner)
X -> £eo: f(X) -> £eo (n>m)

mit y als waagerechter Asymptote.
c) f(x) mit nattrlicher Exponentialfunktion als Anteil, y = €*, D, = R:
X->-: " -> 0, X->+: " ->
x->-%0: f(x) = a€”*° + d -> *= (b<0), -> d = y (b>0); X-> +=: f(X) = ae”™*° + d -> d = y (b<0), -> += (b>0)
X->-%07 f(X) = (@X"+...)e™ -> = (b<0), -> 0 = y (b>0); x-> +=: f(X) = (aX"+...)€™ -> 0 = y (b<0), -> *= (b>0)
mit y als waagerechter Asymptote.
d) f(x) mit nattirlicher Logarithmusfunktion als Anteil; y = In(x), Dy = (0; +°):
X->0: In(X) -> -0, X-> +: In(X) -> +
x->0: f(x) = x%In(x) -> 0 (a>0)
x->+e0: f(x) = In(x)/x* -> 0 = y (a>0)
mit y als waagerechter Asymptote.

Funktionsuntersuchung von Funktionen (allgemein)

Il. Die Funktion f(x)= %ln(x2 +4) ist eine Funktion des natdrlichen Logarithmus:

1) f(x) ist (stetig und) differenzierbar auf dem maximalen Definitionsbereich Ds = R.

2) Symmetrie: f(-x) = f(x) -> f(x) ist symmetrisch zur y-Achse.

3) Verhalten far betragsmaBig groBe x: x -> 0: f(x) -> -~ (senkrechte Asymptote, Pol); X -> +: f(X)
-> 0 =y (als waagerechte Asymptote).

4) Ableitungen werden u.a. nach der Ketten- und Quotientenregel gebildet: Funktion f(x) ->

1 1 X
1. Ableitung: f'(x) =—01 X =
9: /(%) 2 x*+4 x*+4
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244)- 24
2. Ableitung: f''(x) = ¥ FHxBx_ —xT 44

(xZ +4)2 - (x2 +4)2
—2x(x* +4)* = (=x* + P+4)2x _2x'-24
3. Ableitung: £'"'(x) = 2x(x” +4)" —( 2)C il) [(2(x ) 2 _ x2 ;x .
(x* +4) (x” +4)

5) Nullstellen: f(x) = %ln(x2 +4) =0 -> keine Lésung -> keine Nullstelle.

6) Tief-, Hochpunkte: f'(x) =

al ; =0->x=0mit:£(0) > 0,{(0) = In(2) -> Tiefpunkt T(0[In(2))

x2
-x*+4 .
7) Wendepunkte: f''(x) = m =0 -> Xy = 2 mit: f*(x2) # 0, f(¥2) = In(2V2) -> Wendepunk-
X

te W1(-2|In(2v2)), W,(2|In(2V2)).

lIl. Es ergibt sich das Aussehen der Funktion gemafi Wertetabelle, Zeichnung:

‘ Wertetabelle: |
x | 1(x) |f(x)  |f'x) | Besondere Kurvenpunkte |
\ 10| 23222 -0 001 |
- 95/ 2273 01| -001] |
| 9| 22213] 011 -001] |
- 85| 2167 011 001 |
| 8| 21008| 012 -001] |
- 75/ 20493 -012| -0.01] |
\ 7| 19851 013 -0.02] |
65 1917 014  -0.02] |
\ 6| 18444 015 -0.02] |
. 55/ 17668| -0.16| -0.02] |
\ 5| 1683 017 -0.02] |
45| 1592|019 -003] |
| 4| 14979 02| 003 |
35 1394 -022| -0.03] |
| 3| 12825| -023| -0.03] |
25/ 1.1636| 024 -0.02] |
201 10422 025 0| Wendepunkt W(-2.01]1.04) |
\ 2| 10397 025 0 |
5] o09163| -024| 0.04] |
\ 1) 08047 02| 012] |
05/ 07235 -012| o021 |
\ 0 06931 0|  0.25| Schnittpunkt S,(0]0.69) = Tiefpunkt T(0]0.69) |
\ 05| 07235| 012 021 |
\ 1 o08047| 02| o0.12] |
\ 15| 09163| 024| 0.04] |
\ 2 10397 025 0| Wendepunkt W(2]1.04) |
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25 1.1636 024|  -0.02

3 1.2825 023 -0.03

35 1.394 022 -0.03

4 1.4979 02| -0.03

45 1.5942 019  -0.03

5 1.6836 017|  -0.02

55 1.7668 016/  -0.02

6 1.8444 015  -0.02

6.5 1.917 014  -0.02

7 1.9851 013  -0.02

7.5 2.0493 0.12||  -0.01

8 2.1098 0.12||  -0.01

85 2.167 0.11]  -0.01

9 2.2213 011  -0.01

95 2.273 01| -0.01

10 2.3222 01| -0.01

\Graph: Funktion f(x)
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