Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Kurven (Parameterdarstellung)

Aufgabe : Gegeben sei fur reelle te[-5; 5] die Kurve K in der Parameterdarstellung:
x(t) =t* -4
y(t) =t> -2t +1
im x-y-Koordinatensystem.

a) Skizziere die Kurve K im Koordinatensystem (Wertetabelle, Graph).

b) Wo schneidet die Kurve K die y-Achse des Koordinatensystems? Zeige zudem, dass die Kurve
die x-Achse berihrt.

c¢) Berechne in den y-Achsenabschnittspunkten jeweils die Ableitung. Wo hat die Kurve horizontale
bzw. vertikale Tangenten?

d) Berechne die Tangente im Kurvenpunkt mit Parameter t, = -1.

e) Die Kurve K ist eine Parabel. Wie verhalten sich die Ableitungen der Kurve fir betragsmafig
groRe Parameter t? Bestimme Scheitelpunkt und Symmetrieachse der Parabel.

f) Berechne die Flache zwischen dem unteren Kurventeil K, x-, y-Achse und Gerade x = 5 im 1.
Quadranten des Koordinatensystems.

1. Losung : a) I. Allgemein gilt fir Kurven K in Parameterdarstellung x(t), y(t) im x-y-Koordinaten-
system:

1) Fir jeden Parameter t (aus dem Definitionsbereich der Kurve) ergibt sich der Kurvenpunkt
P(x(t)]y(t)), die Menge aller Kurvenpunkte ist die Kurve K.

2) Die Ableitungen der Parameterkoordinaten x(t), y(t) nach dem Parameter t sind: x(t), y(t), die

1. Ableitung der Kurve K: y':—y, die 2. Ableitung: y''= xy;syx
X X

3) Fir einen Parameter t, der Kurve K mit Kurvenpunkt P(X(to)|y(to)) = P(Xolye) und Ableitung yo'

ergibt sich die Tangentengleichung: t: y = yo'(X—Xo) + Yo.

4) Bei waagrechten Tangenten an der Kurve K gilt: y(t) =0 bei x(t) # 0, bei senkrechten Tangen-

ten: x(t) =0 bei y(t) #0.

5) Flachen zwischen Kurve K und den Achsen des Koordinatensystems auf dem t-Intervall [t;; t;]
t

lassen sich berechnen als: A:jX(t)y(t)dt (Flache zwischen Kurve und x-Achse), weiter als:
o]

tp
A= I y(t)x(t)dt (Flache zwischen Kurve und y-Achse).

o]

Il. Fur die Kurve K in der Parameterdarstellung: x(t) =t> -4, y(t) =t® — 2t +1 ergeben sich Wer-
tetabelle und Graph:
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Wertetabelle:

t x(t) y(t)
-5 21 26
-4.5 15.25 30.25
-4 12 25
-3.5 B.25 20.25
| = 5| 16|
| -2.5| 2.25| 12.25]
| -2| 0| 9|
-1.5 -1.75 6.25
-1 -3 4
-0.5 -3.75 2.25
0 -4 1
0.5 -3.75 0.25
1 -3 0
1.5 -1.75 0.25
| 2] 0| 1]
| 25| 2.25| 2.25]
| El 5| 4
3.5 B.25 6.25
4 12 9
4.5 15.25 12.25
5 21 16
20
20 | 2C

-20
Kurve: x(t) = |t"2—4 |
y(t) = t'2-21+1 |

Die Kurve stellt dann eine verschobene und gedrehte Normalparabel dar.

b) Die Kurvenschnittpunkte mit der y-Achse ergeben sich aus der Bedingung: x(t) = 0, also:

t?~4=0 |34
t?=4 I
t=+2,

woraus aus x(-2) = x(2) = 0 und y(-2) = 9, y(2) = 1 (siehe Wertetabelle) als Schnittpunkte S;(0|9),
S,(0]1) folgen. Den (einzigen) Kurvenschnittpunkt auf der x-Achse erhalten wir aus: y(t) = 0 und

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Kurven



damit aus:

—-2t+1 = . pInomiscne Forme
2 2t+1=0 ib ische F |
(t-1)>=0 I

t-1=0 | +1

t=1.

Wegen (t-1) = 0 liegt eine doppelte Nullstelle und damit ein Beriihrpunkt der Kurve K an der x-
Achse vor. Wegen y(1) = 0 und x(1) = -3 (siehe Wertetabelle) lauten die Koordinaten dieses Punk-
tes: Ss(-3]0).

20

=20 33 20

-20

c) I. Wir bilden zuné&chst die Ableitungen der Koordinaten der Kurve K nach dem Parameter t und
erhalten:

X(t) =2t
y(t)=2t-2.
II. Die Ableitung der Kurve l&sst sich bilden aus:
Ly _2-2
x 2
woraus sich an den Stellen S1(0]9), S,(0]1) (als Schnittpunkte mit der y-Achse) wegen t=-2 bzw.
t=2 die Kurvensteigungen:

t=-2, S;(0|19) => y'=————=—=—=15
1(019) y 20-2) 1 2
2[2-2 2 1
t=2, S,(0[1) => y'=——=—=—=0,5
2(01) y > 1 2
ergeben.

[1l. Waagerechte Tangenten der Kurve K liegen vor bei: y(t) =0, also:

2t-2=0 | +2
2t=2 | :2
t=1,

woraus nochmals der BerUhrpunkt S3(-3|0) folgt.
IV. Senkrechte Tangenten der Kurve K liegen vor bei: X(t) =0, also:

2t=0 | :2
t=0,
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woraus sich mit x(0) = -4 und y(0) = 1 (siehe Wertetabelle) der Kurvenpunkt T(-4|1) ergibt.

d) Fur to=-1 erhalten wir als Kurvenpunkt P(-3|4) (siehe Wertetabelle) sowie die Ableitung:
_20()-2_-4_

woraus fur die gesuchte Tangentengleichung im Punkt P(-3|4) folgt:

Y =VYo'(Xx—Xo) + Yo =2(X—(-3)) + 4 =2(x+3) + 4 =2x + 6 + 4 = 2x + 10.

0

e) Wegen y'= % gilt fur t-> +, also fur betragsmaRig groRe Parameter t: y' - g =l=m.m

ist dabei die Steigung der Symmetrieachse der Parabel y = mx + ¢ = 1x + ¢ = x + ¢ (*). Der Schei-
telpunkt S der Parabel K ergibt sich aus dem Mittelwert der Parameter betreffend die Punkte S;
und T mit waagerechter und senkrechter Tangente (t=1, t=0) als t = 0,5 und damit als:
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S(-3,75]0,25) (siehe Wertetabelle). Da der Scheitel auf der Symmetrieachse liegt, erhalten wir
nach Durchflhrung der Punktprobe mit x=-3,75 und y=0,25 aus der Geradengleichung (*):

0,25=-3,75+c=>4=c,
womit fir die Symmetrieachse y = x +4 folgt.

f) Zur Flachenberechnung zwischen dem unteren Kurventeil K und den Geradeny =0, x = 0 und x
= 5 sind zunéachst die das Flachenintegral begrenzenden Parameter ti, t, zu ermitteln. Aus x(t) = x
= 0 folgt — siehe oben —;

t?—4 =0 | +
=4 |V
t=12,

also: t; = 2. Aus x(t) = x = 5 ergibt sich:
t*—4=5 | +
=9 |V
t =3,

also: t, = 3 (siehe auch Wertetabelle). Der Flacheninhalt im 1. Quadranten des Koordinatensys-
tems bestimmt sich auf Grund von y(t) =t* =2t +1 und Xx(t) = 2t als:

4

4

t 3 3 t4 43 3
A:IX(t)y(t)dt = jzt(t2 — 2t +1)dlt :j(2t3 4 +20)dt =| ————+t? | =
t 2 2 2 3 2

3' 43 2° 4r2° 32
° - +3% || = - +2° |= (405-36+9)— (8- —+4)=135-
(2 3 j (2 3 j (40 ) = ( 3 ) =13

=12

wlh
ol

20

-20 20

=20

2. Lésung : a) Die Kurve K in der Parameterdarstellung: x(t) =t*> -4, y(t) =t> — 2t +1 lasst sich
explizit als reelle ,Funktion” f(x) mit zwei Funktionsdsten schreiben vermdge der Umformung:

X(t) = x = t*-4 | +4

x+4 = t? |V

t=+JxX+4.

Einsetzen des Terms t = +4/X+4 in y(t) ergibt:

f(X)=y=(EVX+4)? —2[VX+4) +1=X+4F 2yX+ 4 +1=X+5F 2Jx+4.
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Die Aste der Wurzel-Parabel-Funktion f(x) sind damit:
f(X) =x+5+2Jx+4
f(X) =x+5-2Jyx+4,

Definitionsbereich der Funktionsaste ist D; = [-4; «).

b) Als Schnittpunkte der Funktion f(x) mit der y-Achse erhalten wir:

f(0) =0+5+2:2=9

f(0) = 0+5-2-2=1,

also: S1(0]9), S»(0|1). Der Schnittpunkt mit der x-Achse fihrt fir den unteren Funktionsast auf die
Gleichung:

fx)=0

X+5-2yx+4=0 | +2x+4
X+5=2Jx+4 | 02

(x+5)% = 4(x+4) (Klammern auflésen)
X?+10x+25 = 4x+16 | -4x, -16

X? +6x +9 =0 (1. binomische Formel)
(x+3)°=0 |V

x+3=0 | -3

X=-3

mit Schnittpunkt (als Bertuhrpunkt) S3(-3|0).

c¢) Als Ableitungen der Funktionséste haben wir:
1

X+4
1

Jx+4
und damit in den y-Achsenabschnittspunkten S;(0|9), S,(0|1) die Steigungen:
1.3
Jo+a 2
1.1
Jo+a 2

Eine waagerechte Tangente ist im Punkt S;(-3|0) vorhanden mit: y = 0, eine senkrechte Tangente
findet sich an der Stelle x = -4 und als Gerade x = -4.

f'(x) =1+

f'(x) =1-

f1(0) =1+ =15

f'(0) =1-

d) GemaR der Tangentenformel t: y = f/(Xo)(X-Xo) + f(Xo) haben wir im Funktionspunkt P(-3]4) des

1
Funktionsasts f(x) = x+5+ 2y x+4 die Ableitung f'(-3) =1+ ——— =2 und somit die Tan-
NV-3+4

gentengleichung:
t:y =2(x+3) + 4 = 2x + 10.

e) Fur x->t, also fir betragsmafig groBe x gilt: f'(x) =1+

- 1+ 0=1. Die Symmetrie-

1
AX+4

achse der Funktion ist: y = x + 4.

f) Wir berechnen hinsichtlich der Flache zwischen unterem Funktionsast f(X) = Xx+5-2Vx+4, x-
Achse und senkrechten Geraden x = 0 und x = 5 das Integral:

5 2 37° 3 3
A:.[(x+5—2\/x+4)dx:[x7+5x—g(x+4)2} :[275+25—131[92]—[0+0—gm2] =
0 0
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32 32_..1
375-36) - (-—) =15+ =12=
( )~ (-5) =15+ =12,

als Flacheninhalt der gesuchten Flache im 1. Quadranten des Koordinatensystems.
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