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Mathematikaufgaben
> Analysis
> Kurven (Parameterdarstellung)

Aufgabe : Gegeben sei fur reelle te[-2; 4] die Kurve K in der Parameterdarstellung:
X(t) =4t +1
y(t) = 2t°

im x-y-Koordinatensystem. Berechne die Bogenlange der Kurve entlang der Parameter t zwischen
-2 und 4.

Losung : I. Allgemein gilt fir Kurven K in Parameterdarstellung x(t), y(t) im x-y-Koordinatensystem:
Die Bogenlange einer Kurve K auf dem t-Intervall [t;; t5] I&sst sich berechnen als:

t

| = j\/(X(t))z +(y(t))dt, wobei X(t), y(t) die Ableitungen der Kurvenkoordinaten nach dem Pa-
4

rameter t sind.

Il. Fir die Kurve K in der Parameterdarstellung: x(t) =4t +1, y(t) = 2t ergeben sich Wertetabelle
und Graph wie folgt:

Wertetabelle:
t x(t) y(t)
-2 =7 8
-1.5 -5 4.5
-1 -3 2
-0.5 -1 0.5
0 1 0
0.5 3 0.5
1 5 2
1.5 7 45
2 9 8
2.5 11 12.5
3 13 18
3.5 15 24.5
4 17 32
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Kurve: x(t) = |4 t+1 - |
y(t) = 212 |

Die Kurve stellt dann eine verschobene allgemeine Parabel dar.

II. Gemal der oben angefiihrten Integralformel bilden wir zun&chst die Ableitungen der Koordina-
ten der Kurve K nach dem Parameter t und erhalten:

X(t) =4

y(t) =4t.

Die Bogenlange errechnet sich mit Hilfe dieser Ableitungen zunéchst als Integral entlang der Pa-
rameter zwischen t; = -2 und t, = 4:

| :f\/(x(t))z +(y(t))*dt = f\/(4)2 +(4t)%dt = i\/16+16t2dt = 4},/1+t2dt = (*).

Zur Ermittlung des unbestimmten Integrals in (*) substituieren wir mit t = sinh(u) und dt = cosh(u)du
und erhalten:

j\/1+t2dt = j\/1+ sinh?u [toshudu = jcoshu [toshudu = jcoshz udu = (**)

auf Grund der Identitat: cosh? u—sinh?u =1 = cosh?u =1+ sinh? u. Wir rechnen weiter mit:

u —u 2
— cosh?u=| S :1(e2“+2+e‘2”)
2 4

u —u

e
coshu =

und erhalten:

(**) =I%(e2“ +2+e Mu =%f(e2“ +2+e?du :%Gez“ +2u—%e‘2”j :%u +%(e2“ —e)=

u _ ~-u Ul .
Eu+£(e“—e‘“)(e“+e‘“):1u+l "¢ |&*° :Eu+lsmhuﬁtoshu:(***)
2 8 2 2 2 2 2 2

u.a. mit Hilfe der 3. binomischen Formel. Ricksubstitution mit sinh(u) =t, u = arsinh(t) und
cosh?(u) =1+sinh?(u) =1+t = cosh(u) =V1+t? fihrt auf:
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(***):%arsinht+%t E/1+t? :%(t J1+t? +arsinht):%(t Y1+t? +In(t+\/1+t2))

wegen der Identitat: arsinh(t) = In(t ++/1+t*) . Wir kénnen nun mit unserer Berechnung der Bogen-
l&nge fortfahren und haben:

() = 4}«/1+t2dt :4[%& {/1+t2 +In(t+x/1+t2))T :2[&B/1+t2 +|n(t+\/1+t2)]‘_12 =

2d 7 a2 205 -2+ VB 45 2] 4T

und erhalten | = 49 als Bogenlange.
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