Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Kurven (Polarkoordinaten)

Aufgabe : Gegeben sei fiir reelle Winkel ¢ die Kurve K als Kardioide (Herzkurve) in Polarkoordina-
ten:

r(¢) = 2[{L+ cosp), Osgs
im x-y-Koordinatensystem.

a) Skizziere die Kurve K im Koordinatensystem (Wertetabelle, Graph).
b) Wo schneidet die Kurve K die y-Achse des Koordinatensystems?
¢) Wo hat die Kurve K horizontale bzw. vertikale Tangenten?

d) Berechne die Tangente im Kurvenpunkt mit dem Winkel ¢ = 31/4.
e) Berechne den Inhalt der Flache, die die Kardioide einschlief3t.

f) Berechne die Bogenlange der gesamten Kurve K.

Losung : a) I. Allgemein gilt fur Kurven K in Parameterdarstellung im x-y-Koordinatensystem:

1) Fir jeden Parameter t (aus dem Definitionsbereich der Kurve) ergibt sich der Kurvenpunkt
P(x(t)]y(t)), die Menge aller Kurvenpunkte ist die Kurve K.

2) Die Ableitungen der Parameterkoordinaten x(t), y(t) nach dem Parameter t sind: x(t), y(t), die
ll_ Xy yx
x°

3) Fir einen Parameter t, der Kurve K mit Kurvenpunkt P(X(to)y(to)) = P(Xolye) und Ableitung yo'

ergibt sich die Tangentengleichung: t: y = yo'(X—Xo) + Yo.

4) Bei waagrechten Tangenten an der Kurve K gilt: y(t) =0 bei x(t) # 0, bei senkrechten Tangen-

ten: x(t) =0 bei y(t) #0.

5) Flachen zwischen Kurve K und den Achsen des Koordinatensystems auf dem t-Intervall [t;; ts]
t

lassen sich berechnen als: A:jX(t)y(t)dt (Flache zwischen Kurve und x-Achse), weiter als:
o]

1. Ableitung der Kurve K: y:X die 2. Ableitung: y''=
X

t
A= I y(t)x(t)dt (Flache zwischen Kurve und y-Achse).

o]

6) Die Bogenldnge einer Kurve K auf dem t-Intervall [t;; t;] lasst sich berechnen als:

| = [ Jo@) + ()t

II. Allgemein gilt fir Kurven K in Polarkoordinaten im x-y-Koordinatensystem:

1) Fur jeden Winkel ¢ (aus dem Definitionsbereich der Kurve) ergibt sich der Kurvenpunkt
P(r(p)cos(@)|r(p)sin(g)), die Menge aller Kurvenpunkte ist die Kurve K.

2) Wegen x(¢) = r(p)cos(¢) und y(@) = r(p)sin() gilt fur die Ableitung der Kurve K:

y= ¥ _1@)sing +1(9)cosp

X f(g)cosp —r(p)sing
mit X(@) =r(@)cosp —r (@)sing, y(@) =r(@)sing +r(p)cosp als Ableitungen der Koordinaten
nach dem Winkel.
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¢
3) Fur die Flachenberechnung gilt die Sektorenformel: A= % j(r(¢))2d¢ .
[

#;
4) Die Bogenlange ergibt sich als Integral: | = J.\/(r(¢))2 +(r(@))?dg.
4

[1l. Fir die Kurve K in Polarkoordinaten: r (@) = 2[(1+ cos¢) ergeben sich Wertetabelle und Graph:
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Funktion: r(w) = |2(1+cos(w))

b) Die Kurvenschnittpunkte mit der y-Achse ergeben sich aus der Bedingung: x(¢) = 0, also wegen

X(¢) = 2[{1+ cosp) [cosp:

2 Eﬂl+ Cos¢) [tosp =0 (Satz vom Nullprodukt)
1+cos(p) =0, cos(¢p) =0 | -1
cos(p) =-1, cos(p) =0 (Werte der Kosinusfunktion)

Q=T1, ¢="1/2, ¢=31/2,
woraus — u.a. wegen Y(@) = 2Eﬂl+ cos¢) [$ing — die Schnittpunkte S;(0]2), S»(0]0), S3(0|-2) fol-
gen. Die Kurvenschnittpunkt auf der x-Achse erhalten wir aus: y(¢) = 0 und damit aus:

2 Eﬂl+ cos¢) $ing =0 (Satz vom Nullprodukt)
1+cos(@) =0, sin(p) =0 | -1
cos(p) =-1, sin(p) =0 (Werte der Kosinus-, Sinusfunktion)

¢=1,¢=0,0¢=2m,
woraus sich (fur ¢=21r) der zusatzliche Schnittpunkt S,(4|0) ergibt.

c¢) |. Wir bilden zunéachst die Ableitungen der Koordinaten der Kurve K nach dem Winkelparameter
¢ und erhalten u.a. nach der Produktregel:

X(@) = 2[(—sing)cosg + 2[ (L+ cosp) [(—sing) = —2sing (L + 2cosp)
y(@) = 2[{—sing)sing + 2[{1+ cosp) cosp = 2(coS ¢ + cosp —sin” @) = 2[{2cos ¢ + cosp —1).
Il. Die Ableitung der Kurve lasst sich bilden aus:
._ Y _202cos ¢ +cosp —1) _ 2cos ¢ +cosp -1
X - 2sing 1+ 2cosy) —sing 1+ 2cosp)

[ll. Waagerechte Tangenten der Kurve K liegen vor bei: y(¢) =0, also:

2[{2cos’ ¢ +cosp—1) =0 | :2
2cos’ ¢ +cosp—1=0 | z = cos(¢) (Substitution)
22°+z-1=0 (abc-Formel: a=2, b=1, c=-1)
-1+1* -42[-1)
Z, = (Ausrechnen)
212
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_-1+49 _-1#3

21,

4 4
z,=-1,2,=05 | cos(¢) = z (Rucksubstitution)
cos(p) = -1, cos(p) = 0,5 (Werte der Kosinusfunktion)

¢ =1, ¢@="1/3, ¢ =>51/3,

so dass als Punkte mit waagerechter Tangente zunéchst folgen: P4(0,75|2,6), P»(0,75|-2,6). An der

Stelle S,(0]0) (bei =) ergibt sich fir die Ableitung y* indes ein unbestimmter Ausdruck vom Typ

0/0, doch gilt nach den Regeln von de I'Hospital:

V() = lim 2coS ¢ +cosgp -1 4cosgsing +sing
-7 —sing(l+ 2cosp) 1-2cos ¢ + 2sin’ ¢

so dass auch in diesem Kurvenpunkt eine waagerechte Tangente vorliegt.

=1lim :2:0,
g -1

IV. Senkrechte Tangenten der Kurve K liegen vor bei: x(¢) =0, also:

- 2sing(l+2cosp) =0 | :(-2)

sing(l+2cosp) =0 (Satz vom Nullprodukt)
sin(¢) =0, 1+2cos(p) =0 [ -1

sin(¢) = 0, 2cos(g) =-1 | :2

sin(¢) = 0, cos(¢) =-0,5 | :2

¢=0,[p=T],e=2m ¢=21/3, ¢ = 41/3,
so dass die Punkte mit senkrechter Tangente Q,(-0,25|0,86), Q2(-0,25]-0,86) und S4(4|0) sind.

d) Fur @ = 3m/4 erhalten wir wegen x(gn) = 2[€1+ Cosg ﬂ)j Etosér”) — 2(1_g) EE_%J —1-42
und y(gn) = 2Eﬁ1+ cosé1 77)) Biném = 2(1_g) EI\/;

sowie die Ableitung:

=J2-1als Kurvenpunkt P(-0,41|0,41)

3 2cosz(2n)+cos§n)—1_ 2%—\/3—1 2-J2-2_ -2 _

Yo = —-241,

.3 - - - o= -
—S|n(277)(1+ 2COS§7‘[)) _\/25[(1_\/5) 2-42 2-2
woraus fur die gesuchte Tangentengleichung im Punkt P(-0,41|0,41) folgt:
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£y = Yo'(X=Xo) + Yo = -2,41(x—(-0,41)) + 0,41 = -2,41(x+0,41) + 0,41 = -2,41x — 0,58,

e) Wir berechnen den Flacheninhalt der von der Kardioide K umgrenzten Flache, indem wir Gber
den Winkelparameter von @; = 0 bis ¢, = 211 unter Verwendung der Sektorenformel integrieren.

5

Es gilt:

A= %I(r(@)zd(ﬁ - %1”(2 L+ cosp)*dg = %j4 1+ cosp)dg = 21”(1+ 2c0sp + oS p)dp =

2mr

2[ﬁ¢ + 2sing +%(¢ _sing cos¢)} - (%)

unter Verwendung des trigonometrischen Integrals _[COSZ gdg = %(¢ -sing Cos¢) (was wiederum

durch Produktintegration zu losen ist). Weiter folgt:

*) = 2[E¢ + 2sing +%(¢ —sin¢cos¢)} ' = [3¢ + 4sing - sing cosp|)” =
(3277+0-0)- (0+0-0) =677

und damit der gesuchte Flacheninhalt A = 61r.

f) Bei der Bestimmung der Bogenlange der gesamten Kardioide K ist wegen der Symmetrie der
Kurve das entsprechende Integral nur auf die halbe Bogenlange anzuwenden, d.h. auf die Winkel-

parameter von @; = 0 bis @, = 1. Es ergibt sich damit wegen r(¢) =2 [ﬂ1+ cos¢) und
F(p) = 2[{-sing) = —2sing :

i
2

# m
= [N(@)? +(r(#)*dg = [ 2L+ cosp))® +(~2sing)*dg =
A 0

’N4 [fL+ cosg)? + 4sin® gdg = 2]7\/(1+ cosp)? +sin® gdg =

2]1\/1+ 2cosp +cos @ +sin® gdg = 2]1\/1+ 2cosp +1d¢ =
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2[ 2+ 2cospdg = 24/2[ |1+ cospdg =(**)
0 0
u.a. wegen der trigonometrischen Identitét sin?(g)+cos®(@) = 1. Auf Grund einer weiteren Identitét,
namlich 1+ cosg = 2cos’ (%) folgt:
(%) = 2V2[ 1+ cospdg = 212, [2c0¢ (%)d;» =4 cos(g)dgb = 4[E25in(%)} =
0 0 0 0
4[ﬁ2sin(’§) - Zsinoj = 4[(2-0) =8

und damit die gesamte Bogenlange der Kurve | = 16.
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