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Aufgabe : Berechne das Kurvenintegral:

[fydxy)

mit der Funktion f (x,y) = K_ yj und
X

— 1
a) der Kurve Cy: c(t) = (Oj +t[ 1 j , O<t<1;

-> cost
b) der Kurve C,: c(t) :(
sint

J , Ost<T1/2.

Losung : a) |. Kurvenintegrale (Linienintegrale) von Funktionen f: D 0 R" -> R" mit f(Xy, Xy, ... X,) =
£ (X, Xy 0o X)) c,(t)
(X, X5,0X,,)

—> C,(t
Uber einer Kurve C: [a; b] -> D mit c(t) = (1 lassen sich berechnen als:

fn(xl,;z,...xn) Ca(t)

[ 10 %00 %,)d (5 % . ,) = [ {Z (6, (0,6, ()., (1) m:i'(t)}dt.

a i=1

Dabei seien alle zugrundeliegenden Funktionen der Einfachheit halber als differenzierbar
angenommen.

-> 1 -1 1-t
Il. Die Kurve C;: c(t) = (Oj +t[ 1 j :( ‘ j 0<t<1, beschreibt einen Weg in R? zwischen den

X
gilt: -y = - t, x = t, weiter ist: X' = (1-t) = -1, y* = (t)' = 1. Damit hat das Kurvenintegral den Wert:

(Y (- = [t =D + (- t) )t =
lf(x,y)d(x,y)—ﬂ xjd(x’y)_-([( v xe) = [ (-t -0 + -1

Punkten P(1]0) und Q(0|1), ein Geradenstiick. Es ist: x = 1-t, y = t, mit der Funktion f(x,y) = (_ y)

j(t+1—t)dt :th =[t], =1-0=1.

0
. g cost o T
b) 1. Auch die Kurve C,: c(t) = sint |’ 0<t<11/2, beschreibt einen Weg in R* zwischen den
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Punkten P(1]|0) und Q(0|1) (wegen cos(0) = 1, sin(0) = 0 bzw. cos(11/2) = 0, sin(11/2) = 1), allerdings
einen Vierteleinheitskreis. Mit c,(t) = cos(t) = x(t), c,(t) = sin(t) = y(t) sowie mit der Funktion

f(xy) = [ Xy

dx(t)/dt = x* = (cos(t))' = -sin(t) => dx = -sin(t)dt
dy(t)/dt = y* = (sin(t))* = cos(t) => dy = cos(t)dt.
Damit hat das Kurvenintegral den Wert:

j gilt: -y(t) = -sin(t), x(t) = cos(t). Weiter ist:

_ 7
j f(x,y)d(x,y) = j [ Xde(x, y) = j (—ydx + xdy) = j (- sint [{~sint)dt + cost [€ostdt) =
% % %
I(— sint [{-sint) + cost [tost )dt = I(sinzt +co§t)jt .2t+:§t=1J'1dt = [t];%2 :g—O:g.

Il. Wir folgern noch: In Aufgabe a) und b) fliihren zwei unterschiedlichen Wege zwischen den
Punkten P(1]0) und Q(0|1) zu unterschiedlichen Werten der Kurvenintegrale. Die Funktion

-y

f(xy)= ( ist damit nicht konservativ, d.h. kein konservatives Vektorfeld. Eine
X

Stammfunktion F zu f mit OF = f (Gradient) existiert demnach nicht, was — ebenso wie die

Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals — die Voraussetzung fir die Konservativitat der Funktion
f(x,y) ware.

Die Funktion f(x,y) ist auch deswegen nicht konservativ, weil sie die Integrabilitidtsbedingungen

nicht erfiillt, d.h. es gilt fur f (x,y) = ( ffl EX’ y;j = (_ yj nicht:
,(X,y X

of, (x.y) _0f,(xy) ofi(xy) _df,(xy)

ox dy oy OX
wegen:
of, (x.y) - o(-y) =-1 M :% =1.

dy oy Lo )
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