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Aufgabe: Lose das folgende lineare Gleichungssystem mit reellem Parameter v:

+2X1 + 3Xo— Xz =V+5
- Xy + Xo+ 3x3=-3v-5
+ X1+2X2—2X3=6

Loésung: I. Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durchnum-
meriert von 1 bis m) und n Unbekannten und habe die Form:

a11X1 + 812Xo + ... + A1nXp = A11Vi+...+A1,Vi+ by (1)
21Xy + 82oXo + ... + AonXp = Ao1Vi+...+AxVi+bo (2)

AmiX + maXo + ... + @mnXp = AmiViF...+A Vit by (m)

mit den reellen Variablen X, ... X,, den reellen Koeffizienten a;4, ... an, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) a;;Vi+...+a Vi +b1, ... AQm1Vi+...+0mVitbr, abhangig von reellen Parametern vy, ...
Vk. Subtraktion von a;qvy, ... apVk in jeder Gleichung des linearen Gleichungssystems fiihrt auf:

A11X1 + Q12Xo + ... + AipXn — A11V71— ... — A1V = b1 (1)
Ao1X1 + AooXo + ... + AopXp — Ao1Vi— ... — AoV = b2 (2)
AmiX + 8maXo + ... + AmupXn — AmiVi— ... — AV = b (m)

In abgekirzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet dann das lineare Gleichungs-
system mit den Unbekannten xi, ..., X, v in der Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffi-
zientenmatrix:

a,, a, .. a, —a, .. —ad|b
ay, Ay .. 4, —Qy .. —Qy|b,
a, 4a,, .. a, —a. .. —a,lb,

Allgemein gilt nun fir das Lésen von linearen Gleichungssystemen die folgende Vorgehensweise
geman dem sog. GauBBschen Algorithmus:

Zur Losung komplexer linearer Gleichungssysteme verwendet man den GauBschen Algorithmus, d.h. fol-
gende Vorgehensweise: 1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Mat-
rixdarstellung umgeschrieben; eine Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der
Matrix, die rechte (Zahlen-) Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der
Gleichungen und Unbekannten kann auch verschieden sein. 2) Beim GauB3schen Algorithmus werden, be-
ginnend vom Anfangstableau, Nullen unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von
Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das
erste Element in Zeile 2, so werden alle Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in
Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorge-
hensweise (*), auch unter Beachtung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Zahlen a und b). Ist a das
erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*) usw., bis
die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Glei-
chung in Zeile 3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge
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Vorgehensweise (*), und dies weiter fir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw.,
bis die letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus, das auf die Art
der Lésungen und die Lésungen des linearen Gleichungssystems hinweist geman den folgenden Fallen:

Fall I — eindeutige Ldsung: 3/1) Ist im Endtableau des GauBschen Algorithmus die Dreiecksgestalt (Stufen-
form) gegeben, so gilt fir die Variable x,, der letzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrixelement az0 und
dem Element b der rechten Seite: ax, = b < x,= b/a. / Flr die Variable x,; der vorletzten Spalte mit dem
dazugehdrenden Matrixelement c#0, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt:
CXn1+dX, = € & Cxp1 = e —db/a & x,.1 = e/c — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errech-
net ist. 4/) Die Losungsmenge besteht in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Lésung — aus einem
Zahlentupel, also: L = {(I|m|...|t)} mit reellen Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Lésung: 3/Il) Das Endtableau enthélt im Bereich der linken Seite (meist in der letzten Zeile)
eine Nullzeile, wéahrend die damit korrespondierende rechte Seite ein Element {20 ist. 4/1l) Wir erhalten also
die Gleichung: 0 = f #0 und damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lésung.
Fall Ill — mehrdeutige Lésung: 3/1ll) Das Endtableau enthélt in einer gewissen Zeile k (1<k<n) (meist in der
letzten Zeile) im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wahrend die damit korrespondierende rechte Seite
ebenfalls ein Element = 0 enthalt. 4/1ll) Wir erhalten eine mehrdeutige Lésung, indem wir die Variable x,
deren Diagonalelement = 0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen. Die Lésungsmenge ist dann vom
Typ L = {(I(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abh&ngigen Funktionen I(r) = lir + o, m(r) = mqr + my, ..., 1(r)
= tir + 1. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entsprechend viele Variablen gleich Parame-
ternr, s, ... zu setzen, die Komponenten der Ldsungsmenge sind Linearkombinationen der Parameter r, s,

Il. Wir formen das lineare Gleichungssystem mit drei Gleichungen, drei Unbekannten und reellem
Parameter v:

+2X1 + 3Xo— Xz =V+5

- Xy + Xo+ 3x3=-3v-5

+ X{+2X—2X3=6

um zu:

+2X1+3X2— Xg— v=95

- X+ Xo+3x3+3v=-5

+ Xi+ 2Xo — 2X3 =6

und haben gemafi dem GauBschen Algorithmus:

Lineares Gleichungssystem:

+2x;+3x: - 1x3- 1v=5
-1x;+1x: +3x34+ 3v=-5

+1x; + 2%z - 2x3 =6
Anfangstableau:

X1 Xz X3 v | R.S.

2311 5

-1133| -5

12-20| 6

1. Schritt: 2*(2) + 1*(1) / 2*(3) - 1*(1) /
23-1-1] 5

0555]|-5

01-3 1] 7

2. Schritt: 5*(3) - 1*(2) /

23 -1-1] 5

05 55|-5

00-20 040

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+2Xx;+3x: - 1x3-1v= 5
+5x:+ 5x3+5v=-5
- 20x3 =40
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Losungen des linearen Gleichungssystems:
v als Parameter

X3='2
Xo=1-1v
X;=0+2v

Die somit fiir jedes reelle v eindeutigen Lésungen sind: x; = 2v, x> = 1-v, X3 = -2, die Lésungsmen-
ge des linearen Gleichungssystems lautet abhangig von v: L, = {(2v; 1-v; -2)}.
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