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Aufgabe : Bestimme fiir die Matrix:

cosa -sha
A= , areell
sna cosa

die Matrixpotenz A" mit n als natlrlicher Zahl.

Losung : I. Die Matrixmultiplikation von zwei mxn- bzw. nxp-Matrizen A und B mit:

all a12 ain bll b12 blp
A= a21 a22 a2n B= b21 b22 b2p
aml a-mz a-mn bnl bn2 bnp

folgt dem Schema:

Dab, Yab, .. >ab,
i=1 i=1 i=1

A-B = A By By | By Dm o By = ZaZibll ZaZibIZ Za?iblp
i=1 i=1 i=1

A Bnp o Bm) \Du Do o by Z;b Zz;b Z;b
' ' : mi Mip

mit A-B als mxp-Matrix.
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Il. Es gelten zudem die trigonometrischen Beziehungen hinsichtlich des Sinus und Kosinus:

sinasinﬂ=%(cos(a—,8)—COS(O'+,3))

cosa cos 3 = %(cos(a - B) +cos(a + B))
sinacosf =%(sin(a - B) +sin(a + B3))

cosasin,B:%(sin(a+,8)—sin(a—ﬂ)).

lll. Allgemein gilt fir das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion fiir Aussagen Uber die natirlichen Zahlen neN bzw. neN, die folgende Vorge-
hensweise:

1) Induktionsanfang der Giiltigkeit der Aussage fur ein n=koeN bzw. koeNy (meist n=0 oder n=1);
2) Induktionsannahme der Giiltigkeit der Aussage fir n=k;

3) Induktionsbehauptung der Giltigkeit der Aussage fur n=k+1;
4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1, d.h.: Beweis der Induktionsbehauptung unter Verwendung der Induktionsannahme;

5) Induktionsende auf Grund von Induktionsanfang und -schritt, d.h. letztlich: Gultigkeit der Aussage fir alle nattirlichen Zahlen neN.

cosa -sina cosf -sing
. undB=| .
sna cosa snf cospf
(cosa —sina]tﬁcosﬂ —sinﬂ}_(cosacosﬂ—sinasinﬂ —cosasin,B—sinacos,Bj

sna cosa - sinacosf+cosasinfS —sinasin 8+ cosa cosf

snf cospf

5 (cosa =) vcosta+ )~ (costa = ) ~cosla + ) = (snla+ §) ~sinla = F) = S(sn(@ = B) +sn@+ B) | _(costar+ ) —sin(a+ )
sn@+p) cosa+p))

IV. Mit A = ( ] ergibt die Matrixmultiplikation:

%(sin(a—ﬂ)+s‘n(a+/3))+§(sin(a+/3)—sin(a—ﬂ» —%(cos(a—/s)—cos(a+/3»+§(cos(a—/3)+cos(a+ﬂ»

Es gilt also die Identitat:
cosa —sinaj cos3 —sin[a’j _ (cos(a +p) -sin(a+ ﬂ)j )

sna cosa snf cosf sn(a+ () cos(a+pf)
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_ _ _ cosa -sna) . o _
V. Wir vermuten fir die Matrix A = ( ] die Giltigkeit der Beziehung:

sina cosa

n_

cosha -snna
snna cosng

J mit n als nattrlicher Zahl

und beweisen dies mit Hilfe der vollstdndigen Induktion wie folgt:

n_

Behauptung: A" =

cosha -sinna
snna cosha

] fur alle neN.

Beweis:
cosa -sSna

sna cosa
cosqa —sina]tﬁcosa —sina]

sina cosa sina cosa

1) Induktionsanfang: n=1 mit: A = ( ] = A als wahre Aussage

L cos2a -—-sSn2a
[bzw.: n=2 mit A° =

. geman (*) mit a = 3]
sn2a cos2a

coska -sinka

2) Induktionsannahme fiir n=k: A* = ( J sei eine wahre Aussage (**).

sinka coska
cos((k+1a) -sin((k+1a)
sn((k+Da) cos((k+1a)
4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1: Es gilt mit (*) fur die Winkel ka und a:

(coska -sin ka](cosa -sin a} _(cos(ka +a) -sin(ka + a)] _ (cos((k +1)a) -sin((k+ 1)a)J

sinka coska )\sina cosa )® sin(ka +a) cos(ka +a) sn((k+Da) cos((k+1a)

3) Induktionsbehauptung firr n=k+1: A“"* = ( J ist als wahr zu beweisen.

Ak+l - AkA (i)

womit der Induktionsbehauptung bewiesen ist.

5) Beweisende: Wegen des Induktionsanfangs gilt auf Grund des Induktionsschritts die zu beweisende Aussage nicht nur fiir n=1, sondern auch fir
n=2, weiter fir n=3 usw., mithin fir alle neN.
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