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Aufgabe: Gegeben ist flr einen beliebigen festen Winkel a, 0<a<21r, die Drehmatrix
cosa -—singa
A ) [ i j’
sina@  cosa
die einem zweidimensionalen Punkt durch Drehung um den Winkel a um den Ursprung eines x;-
xo-Koordinatensystems einen zweidimensionalen Bildpunkt zuordnet. Zeige, dass die Matrix A eine
lineare Abbildung auf R® beschreibt. Es gilt dabei die Ubliche Matrixmultiplikation mit Vektoren

> v >
v =( l]DR2 aufgrund von: A: v ->A- v .
Va

Lésung: |. Sind V, W Vektorrdume lber dem Kdérper R der reellen Zahlen, so hei3t eine Abbildung
f: V -> W linear, wenn fur Vektoren x, y und reelle Zahlen r gilt:
fx+y) = f(x) +f(y), x,yeV
f(rx) = r-f(x), reR, veV.
Eine lineare Abbildung genligt also den Eigenschaften von Additivitdt und Homogenitét, sie ist eine
lineare Transformation oder ein Vektorraumhomomorphismus, der den Regeln der Addition und
Skalarmultiplikation von Vektoren in den jeweiligen Vektorraumen genugt.

-> X ->
II. Fur beliebige Vektoren x :( ‘J, y =(
X

2

e ] OR? und reelle Zahlen r gilt mit der vorgegebenen

Y2

] cosq -—sing@
Drehmatrix A = ( ]

sina cosa

> == X x, + cosa -—sina) { x, +
A-(x+yj=A- Uy N AT Y| _ . 1T
X, ¥, x, +y, sin@ cosd x,ty,
(x1 +yl)cosa—(x2 +y2)sina _[x,cosa —x,sin@ +y cosq —y,sina
()cl + yl)sina+(x2 + yz)cosa X, sina +x,cosa +y sina+y,cosa

X, cosa —x, sina NeZ cosa —y,singa cosqa —sinaQ) [ x cosa —sinaq) { y,
. . : . + . =
X, sina +x, cosa y, sing +y,cosq sin@ cosa X, sin@ cosqa V,
X y > ->
A-( 1] +A-( lj =A-x +Ay
X Y2
- X, cosq —sinaQ) { rx, rXx, cosa —rx, sin@
Alrx | =A]r =\ . = . =
X, sina@ cosd rXx, rx, sma +rx,cosa
X, CosQ — x, sina cosa —sina) { x -
r ) =r . =rA-x.
X, sin@ + x, cosa sina@ cosda X,
Hieraus folgt die Linearitét der Abbildung (Matrix) A.

R = Mange der reellen Zahlen; R2 = Menge der zweidimensionalen reellen Vektoren
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