Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Oberflachenintegrale

Aufgabe : Gegeben ist im dreidimensionalen reellen Raum die Oberflache
S ={(x,y,2) eR® | X*+y* < 4, z = x*~y?}.
Berechne den Oberflacheninhalt.

1. Lésung : 1. Wir identifizieren z = f(x,y) = x*~y* als Funktion mit zwei Unbekannten x, y als Sattel

im dreidimensionalen reellen Raum:
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2 =f(xy) = x 2y, -55x, y<5, -2052<20
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Il. Wegen des Bereichs xz_J_ry2 < 4 als Kreis im Kreismittelpunkt M(0]|0) und Kreisradius r = 2 auf der
x-y-Ebene bietet sich der Ubergang von kartesischen zu Zylinderkoordinaten an mit:

X =rcos¢
y=rsng
z=(rcosg)® —(rsing)® =r*(cos’ ¢ —sin’* @) =r*(1-2sin® @)
bei: 0<r<2, 0<@<2T. Auf dem Rand des Bereichs, auf x>+y? = 4 ergibt sich die Kurve:
2cosg
w(Q) = 2sing , 0<@=<2m
4(1-2sin® @)

mit umrandeter Sattel-/Oberflache S gemaf:

i

/

| ]/-’

1 Y

[Il. Zur Ermittlung des Inhalts einer Oberflache S auf einer Funktion z = f(x,y) sind die Linienele-

mente innerhalb der Flache zu integrieren. Dies geschieht mit dem Oberflédchenintegral J.dO unter
S

Verwendung der 1. partiellen Ableitungen f,(x,y), f,(x,y) als:
[do= [\L+(£,06 )7 + (£, (x )7 d(x.y)
S (S

und einer eventuellen Transformation des Integrals z.B. in Zylinderkoordinaten.

IV. Zu z = f(x,y) = x*~y” bilden wir die 1. partiellen Ableitungen f,(x,y) = 2x, f,(x,y) = -2y und haben
zur Oberflache S = {(x,y,2)"eR® | x*+y? < 4, z = x*~y?} das Oberflachenintegral:

fdo=" [y1+(207+(-2y)%d(xy)= [y1+4x* +4y*d(x,y) = (.

x2+yzs4 x2+y2s4

Zum Bereich x*+y? < 4 bietet sich eine Transformation in Zylinderkoordinaten an mit:
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X =TrCos¢
y=rsing
bei: 0=r<2, 0<@=<21r. Das Integral (*) wird zu:
22m 22m

*) :_”\/1+4(r cosg)? +4(rsing)*dgrdr :jjr\/1+ 4r? cos® ¢ + 4r?sin® gdgdr

22

2_[r\/1+4r (cos® ¢ +sin” ¢)dgdr —_”r«/1+4r dgdr —J.r«/1+4r jd¢dr

Ot N O3

rv1+4r I :IrV1+ 4r? fp|2"ar ::jrx/1+ 4r? [{2rr- 0)dr

0

27Tfl’\/l+4l’2dl’ = Zﬂj V1+4sds = 7TJ.(1+4S)20|5—’7{5(“45)2 Gﬂ :%"{(“43)

ﬁ—rd
2

6[172 3] 7417 -1)

Der Oberflacheninhalt betragt damit: O = 36,18 FE.
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2. Lésung : I. Allgemein gilt: Eine explizit vorgegebene Funktion f: R? -> R mit: (x,y) -> f(x,y) = z
geht durch Transformation von kartesischen in Zylinderkoordinaten tiber vermoge:

X =T COS¢

y=rsing (*)

z=2(r,9)

flr gewisse 0<r<R und 0<@<q@, sowie ein gewisse Funktion z(r,p) = f(r cos¢,rsing). Zur Koordi-
I cosg

natentransformation (*) gehort die Abbildung: ®(r,¢) =| rsing |, die die zweidimensionale Para-
z(r,9)

metrisierung einer Oberflache S bewirkt. Das Oberflachenintegral de uber der Oberflache S
S
wird dann zu:

R #o

jdo ”\/EG F 2dgdr

mit den komponentenweise gebildeten partiellen Ableitungen:
cos¢
® (r,¢)=| sng
z.(r.9)
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-rsing
®,(r,9) =| rcos¢
z,(r.9)
und den Termen:
cos¢ cos¢
E=®,(,4)®,(r,4)=| sng |0 sing |=cos’g+sin®g+(z(r,9)) =1+(z(r,¢))
z.(r.9)) \z.(r.9)
cos¢ -rsing
F=0(r,¢)®,(r,¢)=| sing |l rcosp |=-rsingcosg+rsing(tosg +z (r,P)[Z,(r,P)
z,(r.9)) \ z,(r.9)

=z, (r,9) [2,(r,9)
-rsing) (-rsing

G=,(r,g) 3, (r,¢)=| rcosp | rcosp |= rzsinz¢>+rzcosz¢>+(z¢,(r,¢>))2
z,(r,@) ) \ z,(r,9)

=17 +(z,(r,9)f

(unter Verwendung des Skalarproduktes fir die aus den partiellen Ableitungen bestehenden Vek-
toren).

1. Mit z = f(x,y) = xX>~y* und der Oberflache S = {(x,y,2)"eR® | x*+y* < 4, z = x>~y?} haben wir gemaR
der Transformation in Zylinderkoordinaten (siehe Il.):

X =T Ccos¢

y=rsing

z=(rcosg)® - (rsing)® =r?(cos’ ¢ —sin® @) =r*(1-2sin’ 9)

die Beziehungen:

I cosg@
d(r,9) = rsing =>
r’(1-2sin®¢)
cos¢ —-rsing
®.(r,9) = sing , ©,(r,9) = I cosg =>
2r(1-2sin® @) —4r?singcosg

E=1+(2r@a-2sin?g)f =1+4r>(1-2sin? 9)?,

F =2r(1-2sin®* @) [{—4r>singcosg) = -8r*sing cosg(l— 2sin® @),

G=r? +(—4r25in¢cos¢)2 =r®+16r*sin*gcos’ ¢ =>

EG - F? = (L+4r2(1-2sin® ¢)2)r +16r * sin® g cos® §) - (- 8r* sing cosg(1 - 2sin® @)

:{rz +16r*sin® ¢ cos® @ + 4r*(L- 2sin® ¢)? + 64r ° sin” ¢ cos® ¢(1—23in2¢)2}
—-64r®sin® g cos® g(1—-2sin® ¢)*

=r?+16r*sin® g cos® @ + 4r*(1- 2sin® @)?

=r?+16r*sin® g(1-sin® @) + 4r*(1-4sin” ¢ + 4sin* @)

=r?+16r'sin®g-16r*sin*g+4r* -16r*sin’ ¢ +16r*sin* ¢

=r?+4r' =
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VEG-F? =r?+4r* = Jr?@+4r?) =rL+4r?.

Das Oberflachenintegral bzw. der Oberflacheninhalt O errechnet sich aus:

22rm

2 2m 2
O=[[rv1+4r*dgdr == [r1+ 4r2(jd¢jdr = [rv1+4r? gl ar
00 0 0 0
2 2 4
= [rV1+4r® 2~ 0)dr = 272 rv1+4r%dr = 27TI%\/1+ 4sds
0 0 0

s=r?

S SRR I SR L T
_n£(1+4s) ds-n{s(1+4s) %}0_6{(343) }

B
=172 -12 | = Zazya7 )
6 6
als: O = 36,18 FE.

(FE = Flacheneinheiten)
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