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Aufgabe : Berechne das Oberflachenintegral:

j f(x,y,2)dO

fur die vorgegebene skalare Funktion f: R® -> R mit f(x,y,z) = z* und zum vorgegebenen Flachen-

bereich S = {(xy,2) eR? | x+y? + 2% = %}_

Losung : |. Beschreibt die Flache S eine Kugel im x-y-z-Koordinatensystem mit Mittelpunkt
M(0|0]0) und Kugelradius r, gilt also: x*+y* + z* = r?, so erfolgt der Ubergang von kartesischen zu
Kugelkoordinaten an mit:

X =rsind cosg
y=rsingdsing
Z=rcosd

bei: 0<@=2tr, 0<8<m. Die Parametrisierung des Flachenbereichs genlgt damit der Parameterfunk-
tion:

r singcosg sing cosg
®(F,¢) =| rsindsing |=r| sSindsing
I cosd cos?d

mit den bei einer Oberflaichenberechnung anfallenden partiellen Ableitungen:

cosgsing -singsing
®,(2,9) =r| —cosdsing |, D, (F,¢) =r| sindcosg
-sing 0
und dem Kreuzprodukt der beiden Ableitungen:
cosgsing —singdsing sin® gcos¢g sing cosg
D, (3,9)x P, (I,¢) =r? —cosdsing |x| sindcosg |=r? sin’Ising |=r’sing| sindsing |.
-sind 0 singcosd cos?
i sing cosg
Wir nennen N =®,(3,9)x®,(J,9) = r’sing sindsing | den Normalenvektor, der auf jedem
cos
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durch ¥ und ¢ definierten Punkt der Kugeloberflache senkrecht zur Kugeloberflache bzw. der zu
Punkt und Kugel gehdrenden Tangentialebene steht. Nun ist:

. sing cosg singcosg
n|=r’sing| singdsing | =r’sing| sindsing | =r’singA=r’sind
cosd cosd

und damit das skalare Oberflachenelement:

dO =|n|dddg = r? sinJddde .

Das Oberflachenintegral (1. Art) wird damit bei ebenfalls zu f*(3,¢) parametrisierter skalarer Funk-
tion f(x,y,z) zu:

2mm

_[f(x,y,z)dOz ”f*(ﬂ,qﬁ)ngnﬂdﬂw.

Il. Die Flache S beschreibt eine Kugel im x-y-z-Koordinatensystem mit Mittelpunkt M(0]0|0) und
Kugelradius r = 0,5. Es bietet sich somit der Ubergang von kartesischen zu Kugelkoordinaten an
mit:

x =0,5[sind cosg

y=05&ndsing

z=0,5[¢tos

bei: 0<@<21r, 0<9<m. Zudem ist firr f(x,y,z) = z° mit z=0,5[cosI :

f*(8,9) = 0,25[C0s" 3 .

1. Zur Ermittlung des Oberflachenintegrals J f (X, ¥, 2)dO verwenden wir zu den Kugelkoordina-
S

ten das Flachenelement dO =r?sinddJd¢g = 0,25EinIdId@ und integrieren:

2nm

[f(xy.2d0o= [z°dO= [[0,25[¢os’ #D,25[in IdIdg =
S 2ty? 472z i 00

2 cos’9 |
ooazsmj j cos? gsingdIdg = 00625Dj dg =

0

0,0625Dj(— cos’ 77, cos OJd¢ 00625D'|.(—+—jd¢ _

0

2 2
0,0625 Dj Eolgz) =0,0625 [qu)} =0 0625[€4ﬂ oj =T

* 3 3", 3 12

auf Grund von (*):

jcoszﬁsinﬁdﬂ = |[-vPdu=-— = -
u=cosd u=coss 3
—du=sing
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