Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Algebra
> Polynomgleichungen (Polynomdivision)

Aufgabe : Lose die Gleichung:
x*+x°~10x+8 = 0,

wenn als eine Lésung x=-4 gegeben ist.

1. Loésung : I. Obige Gleichung wird u.a. mit der Polynomdivision und der Lésungsformel fir quad-
ratische Gleichungen gel6st.

Bei einer Polynomdivision mit einem Linearfaktor als Teiler und von der Form ,x minus eine L6-
sung der Gleichung” gilt unter der Voraussetzung der Teilbarkeit (ohne Rest) die Termumformung:

(@nX" + ana X" + anoxXM? + L+ axx® + arX + ag)i(ax—xXo) = bnaX™ + bpox"Z + ... + bix + by

(a, ay, ... a, reell; a, a,#0), wobei sich die Zahlen b, 4, by, ... by nacheinander gemaf dem folgen-
den Algorithmus ergeben:

Algorithmus zur Polynomdivision

1) Durch Division von a, durch a wird b, ; = a,/a berechnet.

2) Durch Multiplikation des Teilers (ax—Xo) mit b,..x"" entsteht der Term by.1ax"—bn.1xox™ ™.

3) Vom Polynom anX" + an X" + anoX"2 + ... + axX* + aix + ao wird der Term byqax"—b,.1xox™* abgezogen.

4) Mit dem durch Subtraktion erhaltenen neuen Polynom a‘ X" + anoX"> + ... + a,X° + a;X + ap bei a‘yq =
an.1—bn.1Xg werden die Schritte 1) bis 3) u.a. mit der Bestimmung von b,,., wiederholt.

5) Das Verfahren endet, wenn die Subtraktion in Schritt 3) den Rest 0 ergibt.

Fir das Losen von guadratischen Gleichungen ergibt sich die folgende Vorgehensweise: Quadra-
tische Gleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die der Form ax? + bx + ¢ = 0 (*) mit reel-
len Zahlen a, b, c, a#0, genugen. Die L6sung der quadratischen Gleichung (*) ist dann:

_ -b++/b? -4ac
2a

chung.

2 (a-b-c-Formel). Die a-b-c-Formel fiihrt auf die 0 bis 2 Losungen der Glei-

II. Wir fUhren bei der Gleichung
X3+x°=10x+8 = 0 (*)
zunéachst die Polynomdivision durch, indem wir auf Grund der vorgegebenen Gleichungslésung
x=-4 den Teller als Linearfaktor (x—(-4)) = (x+4) bestimmen. Die Polynomdivision:
(C+x>-10x+8):(x+4) = x>-3x+2
-(x3+4x%)
-3x%-10x
-(-3x%-12x)
2x+8
-(2x+8)
0

gelangt damit auf den quadratischen Term: x*-3x+2.

lll. Die Gleichung (*) wird durch die vorangegangene Polynomdivision zu einer quadratischen Glei-
chung:

X>+x°~10x+8 = 0 (Polynomdivision)

X =-4,x*-3x+2=0 (a-b-c-Formel:a=1,b=-3,c=2)

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Algebra > Polynomgleichungen 1




_—(-3) /(-3 -40

XE N T 20
3+4/9-8
X=-4, X, =
2
3£411
X=-4, X, =
2
3+1
TN m T
X = -4, :E:gzl’ ZZE_E_Z
2 2 2 2

Die Gleichung (*) hat somit die Losungen: x=-4, x=1, x=2; ihre LOsungsmenge ist: L = {-4, 1, 2}.

2. Losung : I. Obige Gleichung wird u.a. mit der Polynomdivision und der Lésungsformel fir quad-
ratische Gleichungen gel@st.

Eine Polynomdivision lasst sich mit dem Hornerschema durchfiihren. Ist die Polynomdivision vom
Typ

(@nX" + anaX"t + anoX"2 + L+ @ + aix + ag)i(X—Xo)
(ao, ... anreell; a,#0), so gilt das

Hornerschema
an an-1 anp-2 e a; dg
Xobn-1 Xobn-2 Xob1 Xobo
Xo bn1 = ay bn2 = bns = b, bo = fo =
ana + Xobp.g = ano + Xobp.o = a; + Xoby = ag + Xoho =
an1 + Xoan na + Xo@n1 + Xo @ a + Xody + Xo' a3 o + Xody + Xo Ay
+ ...+ %" a, + ...+ Xo"an

mit den Koeffizienten des Polynoms ay, aj, ... a,, der Stelle Xq, ro = f(Xg) als Rest und im Fall r, = 0 den Zah-
len by, by, ... by als Koeffizienten des reduzierten Polynoms fi(x) = bn_lx”'1 + ... + bix + b,.
Im Horner-Schema wird also wie folgt gerechnet:

I. Die Spalte j des Schemas (j=0,...n) enthalt in Zeile 1 den Koeffizienten a,; des Polynoms f(x).

Il. Fur die Spalte 0 des Schemas ergibt sich die Zahl b, ; in Zeile 3 als Koeffizient a, des Polynoms.

lll. In der Spalte j des Schemas (j=1,...n) errechnet man die Zahl in Zeile 2, indem man die Stelle xo mit dem
Wert der Vorgéngerspalte in Zeile 3, mit b,j.; multipliziert. Die Summe der Werte in Zeile 1 und Zeile 2 ergibt
die Zahl in Zeile 3, d.h. by.

und damit das Ergebnis der Polynomdivision:
(@anX" + anX" + anoX"2 + L+ @t + aix + ag)i(X=Xo) = bnaxX™ + bnox™? + ... + bix + bg.

Fur das Losen von guadratischen Gleichungen ergibt sich die folgende Vorgehensweise: Quadra-
tische Gleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die der Form ax? + bx + ¢ = 0 (*) mit reel-
len Zahlen a, b, c, a#0, genugen. Die L6sung der quadratischen Gleichung (*) ist dann:

_ -b++/b?-4ac
2a

chung.

2 (a-b-c-Formel). Die a-b-c-Formel fuhrt auf die 0 bis 2 Losungen der Glei-

II. Wir fihren bei der Gleichung

X>+x°—10x+8 = 0 (*)

zunéchst die Polynomdivision durch, indem wir auf Grund der vorgegebenen Gleichungslosung
x=-4 den Teller als Linearfaktor (x—(-4)) = (x+4) bestimmen. Es ergibt sich das Hornerschema zur

Polynomdivision fiir das Polynom x*+x°~10x+8 (mit den Koeffizienten 1, 1, -10, 8) und die Stelle
Xo = -4:

1 1 -10 8
(-4) 1= -4 (-4) (-3)= 12 (-4)2=-8

4 [ 1-4=[3 10+ 12=0 8-8=0
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Die eingerahmten Werte (1, -3, 2) sind die Koeffizienten des durch das Teilen entstandenen Poly-
noms x*-3x+2; es gilt also:

(C+x2-10x+8):(x+4) = x>-3x+2.
lll. Die Gleichung (*) wird durch die vorangegangene Polynomdivision zu einer guadratischen Glei-
chung:

X>+x°~10x+8 = 0 (Polynomdivision)
X =-4, X*-3x+2 =0 (a-b-c-Formel: a=1,b=-3,c = 2)
—(-3)+/(-3)? 402
X =-4, =
%z 20
+ / —_
X =-4, X, = ﬂ
’ 2
B _3+41
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Die Gleichung (*) hat somit die Losungen: x=-4, x=1, x=2; ihre Losungsmenge ist: L = {-4, 1, 2}.
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