Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Potenzreihen

Aufgabe : Bestimme eine Taylorreihe mit Entwicklungsmittelpunkt x, = 20 zu der Funktion:

f =
%= 0T x

Losung : I. Zu einer unendlich oft differenzierbaren reellwertigen Funktion bestimmt sich die Tay-
lorreihe T(x) mit Entwicklungsmittelpunkt x, als:

T(x) = i (I)(Xo) x=%,)" .
i=0 !
Im Konvergenzbereich der Potenzreihe sind dann Funktion und Taylorreihe identisch mit:
0= 3 0 gy
i=0 !
der Konvergenzradius R (reellwertig oder +=) bestimmt sich z.B. mit:
1
FO0%)|
i!

R=

limi

j—>00

im Konvergenzintervall (Xo-R; Xo+R) konvergiert die Potenzreihe, an den Intervallrdndern ist Kon-
vergenz oder Divergenz mdglich, aul3erhalb des Intervalls [xo-R; Xo+R] divergiert die Potenzreihe.
Eine Taylorreihe mit Entwicklungsmittelpunkt xo = 0 heif3t zudem Maclaurinreihe mit:

o (i)
T =Y f .(O)

i=0
II. Wir bestimmen die Folge der Ableitungen der Bruchfunktion:
f(x) = 20% = (20+x)" => f(x) = -1-(20+x)? => f*(x) = 2-(20+x)° => f*/(x) = -6- (20+x)* =>
X

f(x) = 24-(20+x)°, ....

und haben an der Stelle x, = 11/2 die Werte:

f(20) = 1/40, f(20) = -1/40%, f*(20) = 2/403, £(20) = -6/40%, “*(20) = 24/40°, ...,
so dass allgemein gilt:

f9(20) = (-1)"-i1/40™, ieNo.

Es ergibt sich als Taylorreihe mit Entwicklungsmittelpunkt x, = 20 somit:

_Z 4O'+1 (X 20) Z( ( )i.

20+ — O|+l
Die Reihe konverglert fur alle reellen -40<x-20<40 < -20<x<60 auf Grund von:

¢ 21 —IlmJ _Iim( j EE I\/:j >R = 40.
i-> | 40" == 40 | 40 40
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