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Aufgabe : Von einer regelmaRigen Fiunfeckpyramide sind gegeben: die Seitenhéhe hs = 6,9 cm,
die Hohe h = 6 cm. Berechne Oberflache und Rauminhalt der Pyramide.

\

Losung : I. Auch innerhalb der Kdrperberechnung spielen ebene rechtwinklige Dreiecke eine wich-
tige Rolle. In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y
bei y = 90° heiRen a und b Katheten, ¢ Hypotenuse. Die Kathete, die gegenluber einem Winkel a
oder B liegt, heil3st Gegenkathete (bei Winkel a Seite a, bei Winkel B Seite b), die Kathete, die an
einem Winkel a oder 3 liegt, heit Ankathete (bei Winkel a Seite b, bei Winkel B Seite a). Dann
gelten der Satz des Pythagoras:

c® =a® +b*> = c=+a’ +b* (Hypotenuse)
a’ =c?-b®> = a=+/c®> -b® (Kathete)
b? =c®-a®’ = b=+c?—-a’ (Kathete)
und die trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus, Tangens):
a _ Gegenkathete b Ankathete tong =2 = Gegenkathe te

sha=—=——"—————,cosq=—= : a (Winkel a)
c  Hypotenuse ¢ Hypotenuse b Ankathete

sin 3 = b _ Gegenkathete cos /3 = a_ Ankathete tan B = b _ Gegenkathete (Winkel p)
Cc  Hypotenuse ¢ Hypotenuse a Ankathete

. 1 1
sna =cosf, cosa =snf, tang =——, tanf=—.
o o tan 8 d tan a

Mit den Dreieckswinkeln a, B und y = 90° gelten noch die Beziehungen:
a+B=90°%a=90°-43,B=90°-a.
Mit den Seiten a, b, ¢ des Dreiecks errechnet sich dessen Umfang:
u=a+b+c.
Mit den Katheten a, b ermittelt sich der Flacheninhalt der Dreiecksflache:
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II. Eine Pyramide mit einem regelméafRigen Funfeck als Grundflache ist durch die Grundkantenlan-
ge a, die Pyramidenhthe h bestimmt, weiter durch die Seitenhdhe hg, die Kantenlange s, die Ober-
flache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht
aus funf gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 72°, Grundseite a, Schenkeln r und

Hohe h,.

Grundflache(ndreieck)

Mantelflache(ndreieck)

In einer regelmaniigen Funfeckpyramide gelten dann die folgenden Beziehungen:

Funfeckpyramide

Dreieck: Halber In- ﬂ = 36° r = ha h. =r [cos36°
nenwinkel 2 cos 36° a
Dreieck: Schenkel, r2=h?+ a ’ r= a - a
Hohe a2 2[%n36° °  2[an36°
Grundflach =—ah 2G =6
rundflache = a ) = 55 5h,
Seitenhdhe hs2 =h%+ h; h? = h32 - h: ha2 = h32 h?
2 a 2 a 2
Seitenkante g2 = hs2 + [%) h§ - 82 _(Ej (EJ —c2 _ hs
E(}){Laemiden- 2 =n2+r2 h? = g2 —2 r2 = g2 — 2
2M
Mantelflache M = § ahs h, = 2—M a=——
2 5a 5h,
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
Volumen =EG[ﬂ1 =ﬂ h :ﬂ
3 h G
Winkel zwischen . 2h
Kante s und Grund- snag =— cosqa =— tang = —2
kante a < s a
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Winkel zwischen . h h h
Seitenhche hs und snf=— cosf=—= tanf=—
Grundflache G hs hs ha
Winkel zwischen . h r h
Kante s und Grund- sny=— Cosy =— tany=—
flache G S S r

lll. Zusammen mit h,, der Hohe in einem der flinf Grundflachendreiecke der Flinfeckpyramide, bil-
den die Pyramidenhohe h und die Seitenhdhe hs das Hohendreieck. Es gilt nach dem Satz des
Pythagoras:

h? =h?-h?=692-6% =1161= h, = /1161 =34 cm,

IV. Im gleichschenkligen Grundfléachendreieck ist der Innenwinkel wegen der regelmaiigen Funf-
eckpyramide: ¢ = 360°:5 = 72°. Der halbe Innenwinkel im halben Grundflachendreieck betragt
demgemaR: ¢/2 = 36°. Das halbe Grundflachendreieck ist rechtwinklig mit den Katheten h, und
a/2. Somit berechnen wir mit dem Tangens die Gegenkathete a/2 als:

a a
tan ﬂj:l:tan36°z£:>323,4ﬂan36°:2,47:> a=4,94cm
2 h 34 2

a ’

und erhalten damit die Pyramidengrundkante a = 4,94 cm.

V. Mit der Grundkante a, der Seitenh6he hs und der Grundflachenh6he h, erhalten wir sofort die
Oberflache der Pyramide — entweder vermége der Grundflache G und der Mantelflache M mit:

G= gaha = g [4,94[B,4 = 41,99 = 42 cm?

5 5
= Eahs =5 [4,9416,9 = 85,22 =~ 85,2 cm?

O=G+M=42+852=127,2 cm?
oder unmittelbar vermoge der Formel:

O= ga(ha +h,) = g [4,94((3,4+6,9) = g [4,9410,3 = 127,21 = 127,2 cm®.

VI. Das Volumen (Rauminhalt) der Flinfeckpyramide ergibt sich aus Grundflache G und Pyrami-
denhohe h mit: G = 42 cm? und h = 6 cm als:

V:%Gm:%ﬂﬂ[ﬁ =84 cm?.
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