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Mathematikaufgaben
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> Quadratische Pyramide

Aufgabe : Bei einer quadratischen Pyramide ist die Mantelflaiche M = 240 cm? groR, der Winkel
zwischen Seiten- und Grundkante betragt a = 59°. Berechne den Rauminhalt und Oberflache der
Pyramide.

Losung : I. Auch innerhalb der Kdrperberechnung spielen ebene rechtwinklige Dreiecke eine wich-
tige Rolle. In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y
bei y = 90° heiBen a und b Katheten, ¢ Hypotenuse. Die Kathete, die gegeniuber einem Winkel a
oder [ liegt, heil3st Gegenkathete (bei Winkel a Seite a, bei Winkel 8 Seite b), die Kathete, die an
einem Winkel a oder B liegt, heit Ankathete (bei Winkel a Seite b, bei Winkel B Seite a). Dann
gelten der Satz des Pythagoras:

¢’ =a’+b®> = c=+a’+b® (Hypotenuse)
a’ =c?-b®> = a=+/c® -b® (Kathete)
b? =c*-a*=b=+c?-a’ (Kathete)
und die trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus, Tangens):
a _ Gegenkathete b Ankathete ¢ _ a _ Gegenkathete

shg=—=————,cosq =—= , tana (Winkel a)
Cc  Hypotenuse ¢ Hypotenuse b Ankathete

sin 3 = b _ Gegenkathete cosf = a _ Ankathete tan 3 = b _ Gegenkathete (Winkel )
C  Hypotenuse c Hypotenuse a Ankathete

. . 1
sna =cosf, cosa =sin 3, tana:i, tanff=—.
tan B tana

Mit den Dreieckswinkeln a, 8 und y = 90° gelten noch die Beziehungen:
a+B=90°a=90°-8,B=90°-a.
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Mit den Seiten a, b, ¢ des Dreiecks errechnet sich dessen Umfang:
u=a+b+ec.
Mit den Katheten a, b ermittelt sich der Flacheninhalt der Dreiecksflache:

A:Eab.
2

Wegen tan 8 = b = b=atan S8 bzw. tana = % = a=btana gelten noch die Flachenformeln:
a
1 1
A:Eaztanﬂ, A:Ebztana_

Il. Eine Pyramide mit quadratischer Grundflache ist durch die Seitenlange a des Quadrats und
durch die Pyramidenhéhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhthe hs, die Kantenldnge s, die
Oberflache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

a

Quadratische Pyramide, rechtwinklige Dreiecke in Pyramide
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In einer regelmalligen quadratischen Pyramide gelten dann die folgenden Beziehungen:

Quadratische Pyramide

Grundflache, _ _
Grundkante G=a’ a= \/6
. d
Grundflachen- —
diagonale d= a‘/z a= E
a 2 a ? a 2
Seitenhéhe h52 =h?+| = h? = hg - = o hs2 -h?
2 2 2
a 2 a 2 a 2
Seitenkante s% = hs2 +| — hs2 =s?-| = = =s*- h.j
2 2 2
2 2 2
Pyramiden- 2 _ 2 d 2 _ 2 d d -2 2
5 s =h"+| = h*=s"-| = —| =s°-h
hohe ( 2) 2 2
M
Mantelflache M = 2ah, h, = ZMa a:2_hs
O=G+M =a”+2ah, =a(a+2h,)
Oberflache G=0-M M=0-G
O-a’
h, = a=-h,+,h?+0
2a
Volumen V:}G[h:}azh a= /ﬂ h:ﬂ2
3 3 h a
Winkel zwischen ] h a 2h
Kante s und Grund- shg =— cosqg = — tang = —2
kante a S 2< a
Winkel zwischen . h a
Seitenhéhe hs und sng=— CoOsp =—- tan S = 2_h
Grundflache G hs 2hs a
Winkel zwischen ) h 2h
Kante s und Grund- sny=— cosy =— tany=—
flache G < 2< d

lll. Wir betrachten das halbe rechtwinklige Mantelflachendreieck mit den Seiten a/2, hs und s. Die
Flache dieses Dreiecks ist A = M/8 = 240/8 = 30 cm? groR auf Grund der vorgegebenen Mantelfla-

1
che M = 240 cm®. Mit dem ebenfalls vorgegebenen Winkel a = 59° und wegen A = E % [h, bei:

tana =
al2

folgt fur die Dreieckflache: A =

2
A:%tana:>8A=a2tana':>a2 1/ 8A 1/ 2A

und damit wegen A = 30 cm?

a=2 ﬂ =12 cm.
an(59°)

N |-

% %tan a-= —tan a . Umstellen nach a ergibt:

a
als Lange der Pyramidengrundkante. Mit h, = Etanafolgt:
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h, = % [fan(59°) =10 cm

als Seitenhtéhe der Pyramide. Wir bemerken noch, dass mit dem Mantelflachendreieckswinkel a
und der Pyramidengrundkante a fir den Inhalt der Mantelflache M einer quadratischen Pyramide
die allgemeine Formel gilt:

M= a’tana.

IV. Mit der Grundkante a = 12 cm errechnet sich die Pyramidengrundflache als G = a% = 12% =
144 cm?.

V. Grundkante a = 12 cm und Seitenhéhe hg = 10 cm ergeben noch im Paralleldreieck der Pyrami-
de mit den Seiten a/2, h und hg die Pyramidenhdhe geméafld dem Satz des Pythagoras:

2
h? :hg—(gj — h?=10?-6° =64= h=+/64 =8 cm.

VI. Fir das Pyramidenvolumen folgt wegen Grundflache G = 144 cm?® und Héhe h = 8 cm:

V =%GEH1=%EL44E8z384cm3.

VII. Fir die Pyramidenoberfléche gilt wegen der vorgegebenen Mantelflache M = 240 cm? und der
oben errechneten Grundflache G = 144 cm?:

O =G + M = 144 + 240 = 384 cm?.
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