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> Geometrie/Korperberechnung
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Aufgabe: Von einer quadratischen Pyramide sind gegeben: die Grundkante a = 10 cm, die Hbhe
h = 12 cm. Berechne Volumen und Oberflacheninhalt der Pyramide.

Lésung: |. Auch innerhalb der Kérperberechnung spielen ebene rechtwinklige Dreiecke eine wich-
tige Rolle. In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y
bei y = 90° heiBen a und b Katheten, ¢ Hypotenuse. Die Kathete, die gegenliber einem Winkel a
oder B liegt, heiBt Gegenkathete (bei Winkel a Seite a, bei Winkel B Seite b), die Kathete, die an
einem Winkel a oder B liegt, heiBt Ankathete (bei Winkel a Seite b, bei Winkel B Seite a). Dann
gelten der Satz des Pythagoras:

c>=a*+b’> = c=+a’+b’ (Hypotenuse)
a’=c*-b>=a=+c*-b* (Kathete)
b>=c*-a* =>b=+c>—a’ (Kathete)
und die trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus, Tangens):

. _a _Gegenkathete _ b _ Ankathete a _ Gegenkathe te :
simg=—=—=>———,cosgd=—=——, tang=—=—>——— (Winkel a)
¢ Hypotenuse ¢ Hypotenuse b Ankathete
. b _G kathet h
sing=2= egenkathete cos3 _a _ Ankathete tan B = b _ Gegenkathe te (Winkel p)
¢ Hypotenuse ¢ Hypotenuse a Ankathete
1
sina =cos B, cosa =sin 3, tana = , tan 8 = i
tan [ tan @
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Mit den Dreieckswinkeln a, 8 und y = 90° gelten noch die Beziehungen:
a+B=90°a=90°-B,=90°-a.
Mit den Seiten a, b, ¢ des Dreiecks errechnet sich dessen Umfang:
u=a+b+c.
Mit den Katheten a, b ermittelt sich der Flacheninhalt der Dreiecksflache:

A:lab_
2

Il. Eine Pyramide mit quadratischer Grundfldche ist durch die Seitenldnge a des Quadrats und
durch die Pyramidenhéhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hg, die Kantenlange s, die
Oberflache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

a

Quadratische Pyramide, rechtwinklige Dreiecke in Pyramide

In einer regelméaBigen guadratischen Pyramide gelten dann die folgenden Beziehungen:
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Quadratische Pyramide

Grundflache,

2 —
Grundkante G=a a=+G
Grundflachen- — i
diagonale d=av2 4= )
2 2 2
Seitenhéhe hs2 =h’+ a h? = hf _[ 4 4] = hf -h?
2 2 2 ‘
2 2 2
Seitenkante s = hf +| 4 hf =52 - a4 41 = 52 —hf
| 2 2 2 ‘
2 2 2
iden- d d d
Eg/;;a;mlden 2=+l L =22 Sl =s2-p2
2 2 2
M M
Mantelflache M =2ah, =— a=_—
' 261 2h&
O=G+M =a’+2ah, =a(a+2h,)
Oberfléiche G=0-M M=0-G
0-a’
h, = a=—-h +h>+0
2a
1 3V
Volumen V==Glh==a’h a= 3—V h:—2
3 h a
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- sing =—~ cosa =— tang = —2
kante a K 2s a
Winkel zwischen . h a 2h
Seitenhohe hs und sin f=— cosff=— tan B =—
Grundflache G h, 2h, a
Winkel zwischen . h d
Kante s und Grund- sy =— cosy=— tan )y =—-
flache G s 2s

I1l. Wir beginnen mit der Berechnung des Rauminhalts der quadratischen Pyramide. Die Grund-
kante ist a = 10 cm lang, die Grundflache als Quadrat mit Grundkantenlange somit G = a® = 10° =
100 cm? groB. Wegen der h = 12 cm ergibt sich laut Volumenformel der Rauminhalt V als:

1% :§GEh:%DOOD2 =400 cm®.

IV. Bzgl. des Oberflacheninhalts O der Pyramide mit O = G + M ist der Inhalt der Grundflache G
schon bekannt, so dass sich der Mantelflacheninhalt M = 2ahs mit der Pyramidenseitenhdhe hg als
Hypotenuse im rechtwinkligen grundkantenparallelen Dreieck der Seiten a/2, h und hg nach dem

Satz des Pythagoras ergibt:

2
W= +(§j B2 =122+5 =169 = h, =169 =13 cm.

Die Mantelflache ist somit:
M =2ah, =20003 =260 cm®

grof3, der Oberflacheninhalt betragt:
O =100 + 260 = 360 cm®.
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