Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Quadratische Pyramide

Aufgabe : Eine Pyramide, deren quadratische Grundflache ABCD auf der x;-x,-Grundebene liegt
und deren Ecke D der Ursprung des Koordinatensystems ist, hat eine Grundkantenlange von 6 LE
und eine HOhe von 9 LE. Die Pyramidenspitze befindet sich tber der Mitte der Grundflache.

20

a) Wie lauten die Koordinaten der Punkte A, B, C, D und S? Zeichne die Pyramide in ein dreidi-
mensionales kartesisches Koordinatensystem ein.

b) Durch den Umkreismittelpunkt M des Dreiecks BCS verlauft eine Gerade g, die senkrecht auf
dem Dreieck steht. In welchem Punkt P verlasst die Gerade die Pyramide wieder?

c¢) Bestimme die Oberflache und das Volumen der Pyramide.

d) Welchen Winkel a schlief3t eine Seitenkante, welchen Winkel B eine Seitenhéhe mit der Grund-
flache ein? Wie grol3 ist Winkel y zwischen zwei Mantelflachen?

Losung : a) Die Pyramidenecken lauten: A(6/0]0), B(6]6]|0), C(0|6]0), D(0|0|0), S(3|3|9).
b) Der Umkreismittelpunkt im gleichschenkligen Dreieck BCS liegt auf der Mittelsenkrechten zwi-
schen B und C durch S. Mit der Mitte M; zwischen B und C als M,(3]6]0) ergibt sich die Hilfsgerade

o i 3 0
h: x =OM,+tM,S=| 6|+t -3
0 9
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mit dem laufenden Punkt M(3|6-3t|9t).

h

Punkt M muss als Umkreismittelpunkt denselben Abstand zu B, C und S, d.h: zu B und S haben;
es gilt also:

->

BM

=|SM (Differenzvektoren)
-3 0
-3 =|3-3 (Betrage)
ot 9 -9
J32+(30)% +(91) =/0% +(3-30)2 + (9t - 9)° (Quadrieren)
3% +(3t)? +(9t)> =0* +(3-3t)* + (9%t - 9)? (binomische Formeln)
9+90t? +81t* =9-18t +9t* +81t* —162t + 81 (Zusammenfassen)
90t? +9 =90t? —180t + 90 | -90t?
9 =-180t + 90 | 90
-81=-180t | :(-180)
t= 9 0,45
20
Der Umkreismittelpunkt lautet damit:
3 0 3
OM =|6|+0450-3|=| 4,65,
0 9 4,05

also: M(3|4,65|4,05). Die zum Dreieck BCS senkrechte Gerade durch den Punkt M ermittelt sich
mit dem Kreuzprodukt als Normalenvektor der Ebene durch die Punkte B, C und S:

) ) ) -6 -3 0 i 0
n=BCxBS=| 0 |x|-3|=|54|->n=|3
0 9 18 1

als Richtungsvektor und dem Ortsvektor dM als Stutzvektor zu:

) i i 3 0
g x=OM+tn={465|+t| 3|-
4,05 1
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Der zweite Schnittpunkt der Gerade g mit der Pyramidenoberflache liegt dann auf der Mantelflache
ADS gegeniber von BCS. Wir bestimmen die Ebene E durch die Punkte A, D und S, die im Ubri-
gen durch den Ursprung verlauft, mit dem Normalenvektor:

6) (3 0 0
n=DAxDS=|0|x|3|=|-54|-> n=|-3
0) \9 18 1
und dem Punkt D(0|0|0) als Stitzvektor in der Koordinatengleichung:
E: -3x, + X3 = 0.

Der Schnittpunkt von Gerade g mit der Ebene E ergibt sich durch Einsetzen der Komponenten
X1=3, X»=4,65+3t, X3=4,05+t in die Ebenengleichung:

-3(4,65+3t) + (4,05+t) =0

-13,95-9t+4,05+t=0

-99-8t=0 | +9,9
-8t=9,9 |:(-8)
t =-1,2375
Der Schnittpunkt P ergibt sich damit mit:
) 3 0 3
OP =| 4,65 |-12375 3 |=|0,9375
4,05 1 2,8125

als P(3]0,9375|2,8125). P liegt im Dreieck ADS.

¢) Grundflache und Mantelflachen der Pyramide lassen sich als Quadrat bzw. Dreiecke mit Hilfe
des Kreuzproduktes von Quadrat bzw. Dreieck aufspannenden Vektoren bestimmen. Das Volu-

-> ->

-
men lasst sich aus dem Spatprodukt der Vektoren DA, DC und DS errechnen:
(http:\\www.michael-buhimann.de\Mathematik\math_vektor56a.htm:)

Punkt: Afazfazlaz)  A(s_ 1[0 JI[0 ) ¥ (eingegeben)

B(6  |Is |l|o_ ] ¥ (eingegeben)

Punit: B(bs[bzlbs)
Punkt: C(alele) oo [Ifs JIfo ] ¥ (eingegeben)
Punkt: D(deldald)

) O (eingegeben)

Oberiiche/angs: 0, = (2935

S emeasiz
Oberfiiche/aBCS: 0, = (535 o
S ooz
Oberische/acos: 0 = [958 B
- - S
Oberische/aDAS: 0 = 335 B
S e S

oberiche/pyramice: 0 = (15552 -
- 0=6+01+0:+0:+0s

Doch greifen hier bei der Berechnung von Oberflache und Volumen auch einfache geometrische
Uberlegungen.

d) Der Winkel a zwischen Seitenkante und Grundflache errechnet sich als:
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(0 3) (0
DSII0 3|00
sng=— 2 - I\ _ 9 q=6476°
O N
DS 0 3140
1 9) (1
Fur den Winkel B gilt entsprechend:
(0 0) (0
M, S0 -3|[0
sng = YV _\9)W) _ 9 spg=7157
o 0] <9
\Mgg o| |[-3|do
1 9 1

Bzgl. des Winkels y zwischen zwei Mantelflachen bestimmen wir den Winkel zwischen den Ebe-
nen durch B, C und S und D, C und S mit den Normalenvektoren

-6) (-3) (0 0
n =BCxBS=| 0 [x|-3|=|54|->n =|3
0 9 18 1
0) (3 54 -3
n, =-DCxDS=-6|x[3|=4 0 |->n, =] 0
o) (9 -18 1
und mit dem Hilfswinkel y*:
0\ (-3
o 300
cosyr= e DAL 1 _ 1 s yemga2e
nﬂ‘hz 0\ [(-3) +10@10 10
30 0
1) |\ 1

und wegen den von den Pyramidenflachen nach auf3en zeigenden Normalenvektoren als:
y =180° — y* = 180° — 84,26° = 95,74°.
Der Winkel zwischen den Mantelflachen der Pyramide ist also ein stumpfer Winkel.
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