Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Parallelogrammpyramide

Aufgabe : a) Zeige, dass das Viereck ABCD mit den Ecken A(1|-4/|-8), B(5]-1]-7), C(9]16|-8) und
D(5]13]-9) auf einer Ebene liegt. Um welche besondere Art von Viereck handelt es sich?

b) Durch den Schnittpunkt der Vierecksdiagonalen verlauft die Hohe einer Pyramide, deren Grund-
flache das Viereck ABCD ist. Die Pyramidenspitze S liegt dabei in der x,-x;-Ebene des Koordina-
tensystems. Bestimme die Koordinaten der Pyramidenspitze sowie das Volumen der Pyramide.

c) Berechne die Oberflache der Pyramide. Wie grof3 sind die Winkel zwischen Grundflache und
Mantelflachen, wie grof3 die zwischen zwei Mantelflachen?

1. Ldsung : a) Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm, da entweder
5 1 4 9 5

AB=|-1|-|-4|=|3|=|16 |-| 13 |=DC
-7 -8 1 -8 -9

oder:
5 1 4 9 5

AD=| 13 |-|-4|=|17 |=| 16 |-| -1|=BC
-9 -8 -1 -8 -7

gilt. Wegen der Parallelogrammeigenschaft des Vierecks liegen alle Eckpunkte A, B, C, D in einer
Ebene.

b) I. Der Schnittpunkt der Vierecksdiagonalen ist beim Parallelogramm ABCD die Mitte M zwischen
A und C oder B und D. Wir rechnen:

) 1) (9 10) (5
OM:% ~al+|16||=1 12 |=| 6 |.

-8 -8 2 -16 -8

so dass der Parallelogrammmittelpunkt M(5|6]-8) heif3t.

II. Im Mittelpunkt M beginnt die Pyramidenhdhe, die auf der x,-x;-Ebene des Koordinatensystems
in der Pyramidenspitze S endet. Als Hohe steht die (Lot-) Gerade g durch die Punkte M und S
senkrecht auf dem Parallelogramm ABCD. Die Gerade hat somit als Richtungsvektor den
Normalenvektor der Ebene durch die Punkte A, B, C, D. Wir bilden daher das Kreuzprodukt:

o 4 4 -20
ABxAD =| 3 (x| 17 |=| 8 |,
1 -1 56

so dass nach Reduzierung der Kreuzproduktkomponenten (Teilen durch 4) sich als Richtungsvek-
tor:
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ergibt. Die die Pyramidenhdhe darstellende Geradengleichung lautet somit wegen des Ortsvektors

dM als Stitzvektor:

) 5 -5
g: xX=| 6 |+t 2
-8 14

IIl. Die Lotgerade g trifft die x,-x3-Ebene im Spurpunkt als Pyramidenspitze S. Wir setzen daher die
x;-Koordinate der Geraden gleich 0 (Koordinatengleichung der x,-xs-Ebene: E: x; = 0) und erhal-
ten:

X3=0&5-5t=05=5t=t=1

und weiter:
5 -5 0
os=| 6 |+1 2 |=|8
-8 14 6

mit der gesuchten Pyramidenspitze S(0|8]6).

IV. Das Volumen V der Parallelogrammpyramide mit Grundflache ABCD und Spitze S errechnet
sich gemaf der Formel:

V =Gh/3

mit G als Grundflache des Parallelogramms und h als Pyramidenhdhe. Die Pyramidenhdhe ist der
Abstand von Parallelogrammmittelpunkt M zu Pyramidenspitze S wegen der Orthogonalitat von

Vektor MS zur Ebene, auf der die Grundflache ABCD liegt. Es ist:

_(0) (5) (-5
MS=|8|-| 6 |=| 2
6) (-8 (14

und damit die Pyramidenhohe als Lange des Vektors MS:
-5

h= I\)ls‘ = 2 |= J(—S)2 +2% +14% =25+ 4+196 = /225 =15 LE.
14
Die Grundflache des Parallelogramms ABCD ist der Betrag des Kreuzproduktvektors:
-20
AI>3>< AE) = 8 |
56
also:
-20
G=|ABxAD|=| 8 |=.(-20)%+8% +562 =/400+ 64+ 3136 =+/3600 = 60 FE.
56

Das Pyramidenvolumen V errechnet sich zu:
V = 60-15/3 = 300 VE.

c) |. Die Oberflache der Parallelogrammpyramide ABCDS besteht aus der Grundflache und der
Mantelflache, also: O = G + M, die Mantelflache aus den vier Mantelflachendreiecken, von denen
auf Grund des Parallelogramms als Grundflache jeweils zwei gegeniberliegende gleich sind. Der
Flacheninhalt des Mantelflachendreiecks ABS ist der halbe Betrag des Kreuzproduktvektors:
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4) (-1 30

ABx AS =|3|x| 12 |=| -57|,
1) |14 51
also:
M; =
30
1= =] 1 13 > 1 1 _
> |ABX AS{ =257 E*/?’O +(-57)2 +51° = EJ900+3249+ 2601 = E\/6750 = 7,530 FE.
51
Entsprechendes gilt flr das zweite Mantelflachendreieck BCS:
4\ (-5) (230
BCxBS=|17 [x| 9 |=|-47
-1) (13) (121
und damit:
M, =
230
% BCx I;# :% —47 :%\/2302 +(~47)2 +127 :%J52900+ 2200+ 14641:%\/69750: 7,5J310 FE.
121

Die Mantelflache M der Pyramide berechnet sich als:

M = 2-M; + 2-M, = 15+/30 +15+/310 =15(+/30 ++/310) FE,
die Oberflache wegen G = 60 FE als:
O =G + M= 60+15(+/30 ++/310) FE.

II. Die Berechnung der Winkel innerhalb der Parallelogrammpyramide erfolgt tiber die
Normalenvektoren der Ebenen, in denen die Pyramidenflachen liegen. Es sind folgende Winkel zu
ermitteln: Winkel a zwischen Mantelflache ABS und Grundflache ABCD, Winkel 8 zwischen Man-
telflache BCS und Grundflache ABCD, Winkel y zwischen Mantelflache ABS und Mantelflache
BCS, Winkel & zwischen Mantelflache ABS und Mantelflache ADS. Damit gilt:

~20) ( 30
Apx AD | Asxas| | o |1
X X
‘( j Eﬁ j 56 ) | 51 ) |-600-456+2856 1800
COSa=—=F"—5775 =1 - = B 900430 0,3651
ABx A [.]ABX RIEERINE: 60 (15430 9004/30
8 |0 -57
56 ) | 51
=> a = 68,58°
- 20) (230
A Ab |fBexes| | o 17X
X X
( j [€ ) 56 ) (121 )| |-4600-376+6776] 1800
COSB="F——T75 =7 - - - = 01136
ABx AD [FBCX BS{ - 20\ |( 230 60 (15v/310 900+/310
8 |0 -47
56 ) |\ 121
=> B = 83,48°
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30 ) (230
~57 |0 - 47
51 ) 121 ) |6900+2679+6171] 15750

‘(/rsx ;s,j[géax E‘fj

T e as jsoxey [P [F0] 1s/B0asE0 25008 "
—57 |0 - 47
51 ) [ 121
=>vy = 43,46°
30 ) (250
N ~57 |0 -55
) ‘(ABX ASJ[@ADX AS) _\st)(e5) |7500+3135+3315 13950 _
Cse _ _ - = 0,6429
A AS TADx AS [ ] [(20] 15030050810 225063
-57 |0 -55
51 ) | 65
=> 5 = 180° — 49,99° = 130,01°
4\ (-1 (250 250
(auf Grund des Kreuzprodukts ADx AS =| 17 [x| 12 | =| - 55 | mit: |ADx AS| =| -55 =
-1) |14 65 65

2507 + (=55)% + 652 =+/69750 =15+/310 und der Tatsache, dass der Winkel 5 ein stumpfer Win-

kel im Pyramideninneren ist und die Normalenvektoren von den Pyramidenflachen weg nach au-
3en zeigen; zum Vergleich: die Winkel im Parallelogramm betragen an den Ecken A und C 42,27°,
an den Ecken B und D 180°-42,27° = 137,73°).

2. Losung : a) Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm, da z.B.
5 1 4 9 5
AB=|-1|-|-4|=|3|=| 16 |-| 13 |=DC
-7 -8 1 -8 -9

gilt. Wegen der Parallelogrammeigenschaft des Vierecks liegen alle Eckpunkte A, B, C, D in einer
Ebene.

b) I. Der Schnittpunkt der Vierecksdiagonalen ist beim Parallelogramm ABCD die Mitte M zwischen
A und C oder B und D. Wir rechnen:

) 1) (9 10) (5
OM:% 4|+ 16|]=2] 12 |=| 6 |,
-8) (-8 -16) (-8

so dass der Parallelogrammmittelpunkt M(5|6]-8) heif3t.

II. Im Mittelpunkt M beginnt die Pyramidenhdhe, die auf der x,-x3-Ebene des Koordinatensystems
in der Pyramidenspitze S endet. Als HOhe steht die (Lot-) Gerade g durch die Punkte M und S
senkrecht auf dem Parallelogramm ABCD. Die Gerade hat somit als Richtungsvektor den
Normalenvektor der Ebene durch die Punkte A, B, C, D. Wir bilden daher das Kreuzprodukt:

i i 4 4 -20
ABx AD =| 3|x| 17 |=| 8 |,
1 -1 56
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so dass nach Reduzierung der Kreuzproduktkomponenten (Teilen durch 4) sich als Richtungsvek-
tor:

14

ergibt. Die die Pyramidenhdhe darstellende Geradengleichung lautet somit wegen des Ortsvektors
OM als Stiitzvektor:

) 5 -5
g: XxX=| 6 [+t 2
-8 14

lll. Die Lotgerade g trifft die X,-xs-Ebene im Spurpunkt als Pyramidenspitze S. Wir setzen daher die
x;-Koordinate der Geraden gleich 0 (Koordinatengleichung der X,-x3-Ebene: E: x; = 0) und erhal-
ten:

X3=0&5-5t=0&5=5t=t=1

und weiter:
5 -5 0
os=| 6 |+1) 2 |=|8
-8 14 6

mit der gesuchten Pyramidenspitze S(0|8]6).

(http:\\www.michael-buhimann.de\Mathematik\math_vektor56b.htm:)

A(1 [1]- |18 ) @ (eingegeben)
B(5 [1]-1 -7 ) B (eingegeben)
(9 [1]16 |1]-8 ) B (eingegeben)
D(5 [1]13 NS ) [ (eingegeben)
s(0 [1]8 |18 )]

Xz-, Xg-Wert: +,0' (-> x;-Wert)

Ortsvektoren/ABCDS: @ (ja)
Grundfische/aBCD: 6= [0 |
S c=keTxml
Hohe/pyramide:h =[5 |
S h=dse

[0 R
ooy A
Manteiache/anes: Wy = (1107 I
T 7 R

IV. Das Volumen V der Parallelogrammpyramide mit Grundflache ABCD und Spitze S errechnet
sich gemafl dem Spatprodukt als:
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4\ (4Y)(-1)| |-20)(-1

NN 3|x|17 | |12 8 |[12
‘( ABx ADJ D%{ 1) \-1)) (14 56 ) |14 ) |20+96+784 900
V= = = = = =300 VE.
3 3 3 3

c) |. Die Oberflache der Parallelogrammpyramide ABCDS besteht aus der Grundflache und der
Mantelflache, also: O = G + M, die Mantelflache aus den vier Mantelflachendreiecken, von denen
auf Grund des Parallelogramms als Grundflache jeweils zwei gegeniberliegende gleich sind. Es
ergibt sich:

O=G+M=60+2-41,08 + 2-132,05 = 406,26 FE.

II. Die Berechnung der Winkel innerhalb der Parallelogrammpyramide erfolgt Gber die
Normalenvektoren der Ebenen, in denen die Pyramidenflachen liegen. Es sind folgende Winkel zu
ermitteln: Winkel a zwischen Mantelflache ABS und Grundflache ABCD, Winkel 8 zwischen Man-
telflache BCS und Grundflache ABCD, Winkel y zwischen Mantelflache ABS und Mantelflache
BCS, Winkel & zwischen Mantelflache ABS und Mantelflache ADS. Damit gilt:

a = 68,58° B = 83,48°, y = 43,46°, & = 180° — 49,99° = 130,01°
auf Grund der Formel fir einen (Schnitt-) Winkel zwischen zwei (Normalen-) Vektoren.

(FE = Flacheneinheit, LE = Langeneinheit, VE = Volumeneinheit)

www.michael-buhlmann.de / 10.2017 / Aufgabe 514

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Vektorrechnung > Parallelogrammpyramide 6



