Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Lineare Algebra
> Skalarprodukt

Aufgabe : Uberpriife, dass fiir Vektoren des dreidimensionalen reellen Vektorraums R® mit

_o(a) L (b
a=|a, |, b=|b, | mitder Zuordnung:
a; b,
< _a_b >=ab, +a,b, +2a;b, —a,b, —a,b,
. 0 . 0 . 1
ein Skalarprodukt vorliegt. Berechne damit zu den Vektoren a=|0|, b= 1|, ¢ =|1| die Nor-
1 1 1

men dieser Vektoren sowie die inneren Produkte zwischen den verschiedenen Vektoren.

Losung : I. Auf einem reellen Vektorraum V (Uber dem Korper R) heifdt eine reellwertige Zuordnung

von Vektoren ein Skalarprodukt, wenn fiur alle Vektoren _a, b und reelle Zahlen r, s gilt:

- => - =>

Symmetrie: < a,b >=<b,a >
-> -> -> - => -> —->
Linearitat: < a,r b+sc>=r<a,b>+s<a,c>
- => - -> - ->

Positive Definitheit: <a,a >>0, <a,a >=0 <= a = 0 (Nullvektor).

Das Skalarprodukt macht aus dem reellen Vektorraum V einen euklidischen Vektorraum, auf dem
zudem eine Norm, die Skalarproduktnorm, definiert ist, d.h. es gibt eine nichtnegativ-reellwertige

=< a,a >, fur die gilt

—>

Abbildung [|.]| auf dem Vektorraum mit | a

Definitheit: g =0 a=0

—>| —>)
Homogenitét: |r al| =|r||a

—>|

a

—>|

b

-> —=>|

Dreiecksungleichung: |a+ bl <|al +

-> ->

fur alle Vektoren a, b und reeller Zahl r.
[l. Wir zeigen, dass die Zuordnung: < _a_b >= a,b, +a,b, +2a;b, —a,b, —a;b, ein Skalarprodukt
ist. Es gilt die Symmetrie auf Grund von:

-> => - >

<a,b>=ab +a,b, +2ab, —~a,b; —ab, =ba, +b,a, +2ba; -bsa, -ba;, =<b,a>.

Es gilt Linearitat wegen:
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-> -> ->

<a,rb+sc >=a(rb, +sc) +a,(rb, +sc,) +2a,(rb; + sc;) —a,(rb; +sc;) —a,(rb, +sc,) =
ralbl +sa,c + razbz +83,C, + 2ra3b3 + 253303 - razbs —Sa,C; — rasbz —Sa,C, =
ralbl + razbz + 2ra3b3 - razbs - rasbz +8a,C, +Sa,C, + Zsasc3 —S3,C; —Sa5C;, =

-> > -> —>

r(ab, +a,b, + 2a,b, —a,b, —ab,)+s(a,c, +a,c, +2a,c, —a,c,—a,c,)=r<a,b>+s<a,c>.
Es qilt positive Definitheit gemal:

<a,a>=aa +a,a, + 23,8, ~ 8,8, ~aa, = a7 +af +2al ~ 22,8 = & +8; ~ 28,8, +8; +al =
a +(a,-a;)" +a; 20+0+0=0
<_a,_a>:0 S al2+(a2_a3)2+a§:_o = a12:0, (az—a3)2:0,a32:0¢>a120, ag—a3=0,a3=0
<:>a.1:0,az:0,33:0 = _a:_O

- =>

Damit liegt mit < a, b >= a,b, +a,b, + 2a;b, —a,b, — a,b, ein Skalarprodukt fur Vektoren des
dreidimensionalen reellen Vektorraums R® vor.

I1l. Wir berechnen die Normen der Vektoren:

o 0\ (0

al=[lofl= |<|o]|0|>=0?+(0-1)%+1> =2
1 1)(1

o 0) (0

bl=[1]l= |<|1]|1]|>=y0?+@-1)?+12 =J1=1
1 1)(1

e 1) (1

HCH: 1= |<|1]|1|> =2 +@-1)2+12 =42.
1 1)1

IV. Als Skalarprodukte zwischen den verschiedenen Vektoren erhalten wir:

0) (0
<ab>=<|0||1|>=0m+0m+20Ma-01-1M1=1

1)1

0) (1
<ac>=<|0||1|>=0on+0om+200-01-11=1

1)1

0) (1
<b,c>=<|1||1[>=0n+1M+200-11-101=1.

1)1
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