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Michael Buhlmann 
 

Mathematikaufgaben 
> Statistik/Stochastik 
> Bernoulli-Experiment 
 
 
Aufgabe: Ein Fußballspieler der deutschen Männer-Fußballnationalmannschaft erzielte bei den letzten beiden Weltmeisterschaften beim Elfmeter-
strafstoß ein Tor nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 40%. Im Training werden vier Strafstöße hintereinander ausgeführt. 
 
a) Erkläre, warum es sich bei diesem Zufallsexperiment um ein Bernoulli-Experiment handelt.  
 
b) Nenne die Trefferwahrscheinlichkeit und die Anzahl der Versuchswiederholungen sowie die Zufallsgröße. Zeichne einen Wahrscheinlichkeitsbaum 
und gib die Ergebnisse einschließlich deren Wahrscheinlichkeiten an. Berechne Erwartungswert und Standardabweichung der Zufallsgröße. Zeichne 
das Histogramm zur Zufallsgröße. 
 
c) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:   
A: Der Fußballer trifft höchstens zwei Mal. 
B: Der Fußballer trifft mindestens drei Mal. 
C: Der Fußballer trifft weniger als zwei Mal. 
D: Der Fußballer trifft ein oder zwei Mal. 
 
d) Wie viele Strafstöße muss der Spieler im Training ausführen, damit die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler mindestens zwei Strafstöße verwan-
delt, mindestens 95 Prozent beträgt? 
 
e) Durch zusätzliche Anleitung erhofft sich der Coach, die Trefferquote des Spielers zu erhöhen. Wie groß müsste die Trefferquote sein, damit die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler im Training mindestens zwei von vier Strafstößen verwandelt, größer als 90 Prozent wird? 
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Lösung: a) Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung treten die Binomialkoeffizienten und damit die Zahlen im Pascalschen Dreieck beim sog. 
Bernoulli-Experiment auf. Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgängen (T = Treffer, N = Nichttreffer), der Grundwahrschein-
lichkeit p als Trefferwahrscheinlichkeit (0≤p≤1), der Anzahl n der Experimentwiederholung „mit Zurücklegen“. Die Zufallsvariable (Zufallsgröße) X gibt 
die Anzahl der Treffer bei n-maliger Wiederholung des Experiments an (Bernoulli-Kette). Es gelten dann auf Grund der Pfadregeln für Wahrschein-
lichkeitsbäume (Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades, Addition der [multiplizierten] Wahrscheinlichkeiten verschiedener Pfa-
de) die Trefferwahrscheinlichkeiten der Bernoulli-Formel: 
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 in der Formel geben die Anzahl der Pfade mit gleicher Wahrscheinlichkeit 

pk(1–p)n-k an. Die Terme p(X=k) (n, k als natürliche Zahlen, 0≤k≤n) definieren eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (Binomialverteilung) der Zufallsva-
riablen X mit Trefferanzahl k, Erwartungswert E(X) und Standardabweichung σ(X):  
 

npXE == µ)(  

)1()( pnpX −== σσ . 
 
Die Terme p(X≤k) = p(X=0) + p(X=1) + … + p(X=k) stehen für die kumulierte Wahrscheinlichkeit bis Trefferanzahl k. Als Rechenregeln im Zusam-
menhang mit der Bernoulliformel ergeben sich:  

p(X=0) = (1–p)n 
p(X=n) = pn 

p(X≤k) = p(X=0) + p(X=1) + … + p(X=k) = 1 – p(X>k) 
p(X<k) = p(X≤k–1) = 1 – p(X≥k) 

p(X≥k) = 1 – p(X≤k–1) 
p(X>k) = p(X≥k+1) = 1 – p(X≤k) 

p(k1≤X≤k2) = p(X=k1) + … + p(X=k2) = p(X≤k2)–p(X≤k1–1) 
p(k1<X≤k2) = p(X=k1+1) + … + p(X=k2) = p(X≤k2)–p(X≤k1) 

p(k1≤X<k2) = p(X=k1) + … + p(X=k2–1) = p(X≤k2–1)–p(X≤k1–1) 
p(k1<X<k2) = p(X=k1+1) + … + p(X=k2–1) = p(X≤k2–1)–p(X≤k1). 

 
 
 
b) Es ist p = 0,4 (= 40%) als Trefferwahrscheinlichkeit und n = 4 als Anzahl der Versuchswiederholungen. Ergebnisse des Zufallsexperiments sind die 
Abfolgen von Treffern oder Nichttreffern entlang eines Pfades im Wahrscheinlichkeitsbaum, Ereignisse sind Zusammenfassungen von Ergebnissen. 
Es folgen Wahrscheinlichkeitsbaum, Ergebnisse und die Wahrscheinlichkeiten sowie Erwartungswert und Standardabweichung der binomialverteilten 
Zufallsgröße: 
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Wahrscheinlichkeitsbaum: 
 
         0.4 T  >  p(TTTT) = 0.0256 1 

       0.4 T   
   

         0.6 N  >  p(TTTN) = 0.0384 2 

     0.4 T     
   

         0.4 T  >  p(TTNT) = 0.0384 3 

       0.6 N   
   

         0.6 N  >  p(TTNN) = 0.0576 4 

   0.4 T       
   

         0.4 T  >  p(TNTT) = 0.0384 5 

       0.4 T   
   

         0.6 N  >  p(TNTN) = 0.0576 6 

     0.6 N     
   

         0.4 T  >  p(TNNT) = 0.0576 7 

       0.6 N   
   

         0.6 N  >  p(TNNN) = 0.0864 8 

          
   

         0.4 T  >  p(NTTT) = 0.0384 9 

       0.4 T   
   

         0.6 N  >  p(NTTN) = 0.0576 10 

     0.4 T     
   

         0.4 T  >  p(NTNT) = 0.0576 11 

       0.6 N   
   

         0.6 N  >  p(NTNN) = 0.0864 12 

   0.6 N       
   

         0.4 T  >  p(NNTT) = 0.0576 13 

       0.4 T   
   

         0.6 N  >  p(NNTN) = 0.0864 14 

     0.6 N     
   

         0.4 T  >  p(NNNT) = 0.0864 15 

       0.6 N   
   

         0.6 N  >  p(NNNN) = 0.1296 16 
 

Pfade und Wahrscheinlichkeiten: 
 
Pfadnummer Ergebnis (T, N) Trefferanzahl Pfad (_p_T, _q_N) Pfadwahrscheinlichkeit  

1 / 1 TTTT 4  0.4 T 0.4 T 0.4 T 0.4 T 0.0256 

   
Summe 0.0256 

   
Pfadanzahl (4 4)T = 1 

1 / 2 TTTN 3  0.4 T 0.4 T 0.4 T 0.6 N 0.0384 

2 / 3 TTNT 3  0.4 T 0.4 T 0.6 N 0.4 T 0.0384 

3 / 5 TNTT 3  0.4 T 0.6 N 0.4 T 0.4 T 0.0384 

4 / 9 NTTT 3  0.6 N 0.4 T 0.4 T 0.4 T 0.0384 

   
Summe 0.1536 

   
Pfadanzahl (4 3)T = 4 

1 / 4 TTNN 2  0.4 T 0.4 T 0.6 N 0.6 N 0.0576 

2 / 6 TNTN 2  0.4 T 0.6 N 0.4 T 0.6 N 0.0576 

3 / 7 TNNT 2  0.4 T 0.6 N 0.6 N 0.4 T 0.0576 

4 / 10 NTTN 2  0.6 N 0.4 T 0.4 T 0.6 N 0.0576 

5 / 11 NTNT 2  0.6 N 0.4 T 0.6 N 0.4 T 0.0576 

6 / 13 NNTT 2  0.6 N 0.6 N 0.4 T 0.4 T 0.0576 

   
Summe 0.3456 

   
Pfadanzahl (4 2)T = 6 

1 / 8 TNNN 1  0.4 T 0.6 N 0.6 N 0.6 N 0.0864 

2 / 12 NTNN 1  0.6 N 0.4 T 0.6 N 0.6 N 0.0864 

3 / 14 NNTN 1  0.6 N 0.6 N 0.4 T 0.6 N 0.0864 

4 / 15 NNNT 1  0.6 N 0.6 N 0.6 N 0.4 T 0.0864 

   
Summe 0.3456 

   
Pfadanzahl (4 1)T = 4 

1 / 16 NNNN 0  0.6 N 0.6 N 0.6 N 0.6 N 0.1296 

   
Summe 0.1296 

   
Pfadanzahl (4 0)T = 1 

 
 

Wahrscheinlichkeitsverteilung 
 

Trefferanzahl  k = 0 1 2 3 4 Summe 

Wahrscheinlichkeit p(X=k) = 1·0.1296 = 0.1296 4·0.0864 = 0.3456 6·0.0576 = 0.3456 4·0.0384 = 0.1536 1·0.0256 = 0.0256 1 

Erwartungswert μ = 4·0.4 = 1.6 
 

Standardabweichung σ = (4·0.4·0.6)1/2 = 0.9798   
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Aus der obigen Tabelle der Wahrscheinlichkeiten p(X=k), k=0, 1, 2, 3, 4, ergibt sich nachstehende Histogramm (mit den kumulierten Wahrscheinlich-
keiten): 
 

 
 
 
 
 
 
c) Mit n = 4, p = 0,4 sowie der Zufallsvariablen X ergeben sich als gesuchte Wahrscheinlichkeiten für die gelisteten Ereignisse: 
 
p(A) = p(X≤2) = 0.8208  

  
p(B) = p(X≥3) = 1 – p(X≤2) = 1 – 0.8208 = 0.1792  
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p(C) = p(X<2) = p(X≤1) = 0.4752  

  
p(D) = p(X=1) + p(X=2) = 0.6912  

 
 
 
 
d) Es ist hier nach der Anzahl der Versuchswiederholungen n zu fragen, so dass  
p(X≥2) ≥ 0,95  1 – p(X≤1) ≥ 0,95  -p(X≤1) ≥ -0,05  p(X≤1) ≤ 0,05  
gilt. Die folgende Tabelle gibt über das gesuchte n = 10 Auskunft gemäß: 
 
n p(X≤1) 

1   1 

2   0.84 

3   0.648 

4   0.4752 

5   0.33696 

6   0.23328 

7   0.1586304 

8   0.10637568 

9   0.07054387 

10   0.0463574 

11   0.03023309 

12   0.01959104 

13   0.01262534 

14   0.00809763 

15   0.00517203 

16   0.00329129 

17   0.00208762 

18   0.00132028 

19   0.00083279 

20   0.00052405 

 
 
mit: p(X≤1) = 0.07054387 ≥ 0,05 bei n = 9, p(X≤1) = 0.0463574 ≤ 0,05 bei n = 10. 
 

 
Es müssen im Training also mindestens 10 Strafstöße ausgeführt werden, damit die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler davon mindestens zwei 
verwandelt, mindestens 95 Prozent ist. 
 
 
 
e) Hier wird nach der Trefferwahrscheinlichkeit p gesucht, die Anzahl der Versuchswiederholungen ist mit n = 4 gegeben. Es gilt:  
p(X≥2) > 0,9  1 – p(X≤1) > 0,9  -p(X≤1) > -0,1  p(X≤1) < 0,1  
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und damit die nachstehende tabellarische Übersicht:  
 
p p(X≤1) 

0   1 

0.01   0.99940797 

0.02   0.99766352 

0.03   0.99481357 

0.04   0.99090432 

0.05   0.98598125 

0.06   0.98008912 

0.07   0.97327197 

0.08   0.96557312 

0.09   0.95703517 

0.1   0.9477 

0.11   0.93760877 

0.12   0.92680192 

0.13   0.91531917 

0.14   0.90319952 

0.15   0.89048125 

0.16   0.87720192 

0.17   0.86339837 

0.18   0.84910672 

0.19   0.83436237 

0.2   0.8192 

0.21   0.80365357 

0.22   0.78775632 

0.23   0.77154077 

0.24   0.75503872 

0.25   0.73828125 

0.26   0.72129872 

0.27   0.70412077 

0.28   0.68677632 

0.29   0.66929357 

0.3   0.6517 

0.31   0.63402237 

0.32   0.61628672 

0.33   0.59851837 

0.34   0.58074192 

0.35   0.56298125 

0.36   0.54525952 

0.37   0.52759917 

0.38   0.51002192 

0.39   0.49254877 

0.4   0.4752 

0.41   0.45799517 

0.42   0.44095312 

0.43   0.42409197 

0.44   0.40742912 

0.45   0.39098125 

0.46   0.37476432 

0.47   0.35879357 

0.48   0.34308352 

0.49   0.32764797 

0.5   0.3125 

0.51   0.29765197 

0.52   0.28311552 

0.53   0.26890157 

0.54   0.25502032 

0.55   0.24148125 

0.56   0.22829312 

0.57   0.21546397 

0.58   0.20300112 

0.59   0.19091117 

0.6   0.1792 

0.61   0.16787277 

0.62   0.15693392 

0.63   0.14638717 

0.64   0.13623552 

0.65   0.12648125 

0.66   0.11712592 

0.67   0.10817037 

0.68   0.09961472 

0.69   0.09145837 

0.7   0.0837 

0.71   0.07633757 

0.72   0.06936832 

0.73   0.06278877 

0.74   0.05659472 

0.75   0.05078125 

0.76   0.04534272 

0.77   0.04027277 

0.78   0.03556432 

0.79   0.03120957 

0.8   0.0272 

0.81   0.02352637 

0.82   0.02017872 

0.83   0.01714637 

0.84   0.01441792 

0.85   0.01198125 

0.86   0.00982352 

0.87   0.00793117 

0.88   0.00628992 

0.89   0.00488477 

0.9   0.0037 

0.91   0.00271917 

0.92   0.00192512 

0.93   0.00129997 

0.94   0.00082512 

0.95   0.00048125 

0.96   0.00024832 

0.97   0.00010557 

0.98   0.00003152 

0.99   0.00000397 

1   0 

 

 
Es ist: p(X≤1) = 0.10817037 > 0,1 bei p = 0,67 und: p(X≤1) = 0.09961472 < 0,1 bei p = 0,68. Damit der Spieler im Training mindestens zwei von vier 
Strafstößen mit einer Wahrscheinlichkeit größer als 90 Prozent verwandelt, muss sich seine Trefferquote von p = 0,4 = 40 Prozent auf p = 0,68 = 68 
Prozent erhöht haben. 
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