Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Statistik/Stochastik
> Bernoulli-Experiment

Aufgabe: Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgangen (T = Treffer, N = Nichttreffer), der Grundwahrscheinlichkeit p als Trefferwahr-
scheinlichkeit, der Anzahl n der Experimentwiederholung ,mit Zuriicklegen®“. Die Zufallsvariable (ZufallsgréB3e) X gibt die Anzahl der Treffer bei n-maliger Wieder-
holung des Experiments an. Sie ist B(n; p)-binomialverteilt mit den Parametern n (Anzahl der Versuchswiederholungen) und p (Trefferwahrscheinlichkeit) und
genugt der Bernoulli-Formel bzgl. der Wahrscheinlichkeiten, dass die Zufallsvariable eine bestimmte Trefferanzahl annimmt. Der Erwartungswert p ist ein Maf3
fir den Durchschnittswert, die Standardabweichung o ein MaB fir die Streuung der Zufallsvariable.

Zeichne die 15 Histogramme einer binomialverteilten ZufallsgréBe X mit: n = 4, 8, 12, 16, 20 Versuchswiederholungen und p = 0,25, 0,5, 0,75 Trefferwahrschein-
lichkeiten. Was féllt auf, wenn bei konstanter Versuchswiederholung n die Wahrscheinlichkeit p, bei konstanter Wahrscheinlichkeit p die Versuchswiederholung n
erhdht wird? Welche Aussagen lassen sich bzgl. des Erwartungswerts und der Standardabweichung treffen?

n _
Lésung: Mit Hilfe der Bernoulli-Formel firr eine B(n; p)-verteilte ZufallsgréoBe X gemaB: p(X =k) = (kjpk (1-p)"™ k=0, 1, ...n lassen sich die Wahrschein-

lichkeiten p(X=0), p(X=1), ... zun&chst tabellarisch erfassen und dann als Histogramm aufzeichnen. Bei konstanter Anzahl von Versuchswiederholungen n ver-
schieben sich in den Histogrammen die Balken mit den héchsten Wahrscheinlichkeiten, auch der Erwartungswert, nach rechts; die Standardabweichung ist am
gréBten bei p = 0,5. Bei konstanter Trefferwahrscheinlichkeit p nimmt die Anzahl der Saulen zu und nehmen die Saulenhéhen im Histogramm ab bei zunehmen-
der Anzahl von Versuchswiederholungen n, die Werte von Erwartungswert und Standardabweichung steigen.

Es ergibt sich damit die folgende Ubersicht tiber die 15 (Tabellen und) Histogramme:
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Binomialverteilung B(4, 0.25): n =4, p = 0.25, y = 1, 0 = 0.866;
p(X=0) = 0.3164, p(X=1) = 0.4219, p(X=2) = 0.2109,
p(X=3) = 0.0469, p(X=4) = 0.0039

Binomialverteilung B(4,0.5):n=4,p=0.5u=2,0=1;

p(X=0) = 0.0625, p(X=1) = 0.25, p(X=2) = 0.375, p(X=3) = 0.25,
p(X=4) = 0.0625

Binomialverteilung B(4, 0.75):n =4, p = 0.75, y = 3, 0 = 0.866;

p(X=0) = 0.0039, p(X=1) = 0.0469, p(X=2) = 0.2109, p(X=3) = 0.4219,
p(X=4) = 0.3164

Binomialverteilung B(8, 0.25): n =8, p = 0.25, u = 2, 0 = 1.2247;
p(X=0) = 0.1001, p(X=1) = 0.267, p(X=2) = 0.3115,

p(X=3) = 0.2076, p(X=4) = 0.0865, p(X=5) = 0.0231,

p(X=6) = 0.0038, p(X=7) = 0.0004, p(X=8) = 0
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Binomialverteilung B(8, 0.5):n=8,p =0.5, u =4, 0 = 1.4142;
p(X=0) = 0.0039, p(X=1) = 0.0313, p(X=2) = 0.1094,
p(X=3) = 0.2188, p(X=4) = 0.2734, p(X=5) = 0.2188,
p(X=6) = 0.1094, p(X=7) = 0.0313, p(X=8) = 0.0039
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Binomialverteilung B(8, 0.75): n =8, p = 0.75, y = 6, 0 = 1.2247;
p(X=0) = 0, p(X=1) = 0.0004, p(X=2) = 0.0038, p(X=3) = 0.0231,
p(X=4) = 0.0865, p(X=5) = 0.2076, p(X=6) = 0.3115,

p(X=7) = 0.267, p(X=8) = 0.1001
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Binomialverteilung B(12, 0.25): n=12, p=0.25, y=3, 0 = 1.5;
p(X=0) = 0.0317, p(X=1) = 0.1267, p(X=2) = 0.2323,

p(X=3) = 0.2581, p(X=4) = 0.1936, p(X=5) = 0.1032,

p(X=6) = 0.0401, p(X=7) = 0.0115, p(X=8) = 0.0024,

p(X=9) = 0.0004, p(X=10) = 0, p(X=11) = 0, p(X=12) = 0
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Binomialverteilung B(12, 0.5): n=12,p=0.5, y = 6, 0 = 1.7321;

p(X=0) = 0.0002, p(X=1) = 0.0029, p(X=2) = 0.0161,
p(X=3) = 0.0537, p(X=4) = 0.1208, p(X=5) = 0.1934,
p(X=6) = 0.2256, p(X=7) = 0.1934, p(X=8) = 0.1208,
p(X=9) = 0.0537, p(X=10) = 0.0161, p(X=11) = 0.0029,

p(X=12) = 0.0002
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Binomialverteilung B(12, 0.75): n=12,p=0.75, y =9, 0 = 1.5;
p(X=0) = 0, p(X=1) = 0, p(X=2) = 0, p(X=3) = 0.0004,

p(X=4) = 0.0024, p(X=5) = 0.0115, p(X=6) = 0.0401,

p(X=7) = 0.1032, p(X=8) = 0.1936, p(X=9) = 0.2581,

p(X=10) = 0.2323, p(X=11) = 0.1267, p(X=12) = 0.0317
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Binomialverteilung B(16, 0.25): n = 16, p = 0.25, y = 4,
o0 =1.7321; p(X=0) = 0.01, p(X=1) = 0.0535, p(X=2) = 0.1336,
p(X=3) = 0.2079, p(X=4) = 0.2252, p(X=5) = 0.1802,

p(X=6) = 0.1101, p(X=7) = 0.0524, p(X=8) = 0.0197,

p(X=9) = 0.0058, p(X=10) = 0.0014, p(X=11) = 0.0002,
p(X=12) = 0, p(X=13) = 0, p(X=14) = 0, p(X=15) = 0, p(X=16)
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Binomialverteilung B(16, 0.5):n=16,p=0.5,y=8,0=2;

p(X=0) = 0, p(X=1) = 0.0002, p(X=2) = 0.0018, p(X=3) = 0.0085,
p(X=4) = 0.0278, p(X=5) = 0.0667, p(X=6) = 0.1222,

p(X=7) = 0.1746, p(X=8) = 0.1964, p(X=9) = 0.1748,

p(X=10) = 0.1222, p(X=11) = 0.0667, p(X=12) = 0.0278,

p(X=13) = 0.0085, p(X=14) = 0.0018, p(X=15) = 0.0002, p(X=16) = 0
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Binomialverteilung B(16, 0.75): n = 16, p = 0.75, p = 12,

0 =1.7321; p(X=0) = 0, p(X=1) = 0, p(X=2) = 0, p(X=3) = 0,
=4) = 0, p(X=5) = 0.0002, p(X=6) = 0.0014, p(X=7) = 0.0058,
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= 0.1336, p(X=15) = 0.0535, p(X=16) = 0.01

0.0197, p(X=9) = 0.0524, p(X=10) = 0.1101,
0.1802, p(X=12) = 0.2252, p(X=13) = 0.2079,
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Binomialverteilung B(20, 0.25): n = 20, p = 0.25, y = 5,
o = 1.9365; p(X=0) = 0.0032, p(X=1) = 0.0211,

p(X=2) = 0.0669, p(X=3) = 0.1339, p(X=4) = 0.1897,
p(X=5) = 0.2023, p(X=6) = 0.1686, p(X=7) = 0.1124,
p(X=8) = 0.0609, p(X=9) = 0.0271, p(X=10) = 0.0099,
p(X=11) = 0.003, p(X=12) = 0.0008, p(X=13) = 0.0002,
p(X=14) = 0, p(X=15) = 0, p(X=16) = 0, p(X=17) = 0,
p(X=18) = 0, p(X=19) = 0, p(X=20) = 0
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Binomialverteilung B(20, 0.5): n =20, p = 0.5, y = 10,
0 =2.2361; p(X=0) = 0, p(X=1) = 0, p(X=2) = 0.0002,
p(X=3) = 0.0011, p(X=4) = 0.0046, p(X=5) = 0.0148,
p(X=6) = 0.037, p(X=7) = 0.0739, p(X=8) = 0.1201,
p(X=9) = 0.1602, p(X=10) = 0.1762, p(X=11) = 0.1602,
p(X=12) = 0.1201, p(X=13) = 0.0739, p(X=14) = 0.037,

p(X=15) = 0.0148, p(X=16) = 0.0046, p(X=17) = 0.0011,
p(X=18) = 0.0002, p(X=19) = 0, p(X=20) = 0
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Binomialverteilung B(20, 0.75): n = 20, p = 0.75, p = 15,

0 = 1.9365; p(X=0) = 0, p(X=1) = 0, p(X=2) = 0, p(X=3) = 0,
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0, p(X=5) = 0, p(X=6) = 0, p(X=7) = 0.0002,
0.0008, p(X=9) = 0.003, p(X=10) = 0.0099,

= 0.0271, p(X=12) = 0.0609, p(X=13) = 0.1124,
= 0.1686, p(X=15) = 0.2023, p(X=16) = 0.1897,
= 0.1339, p(X=18) = 0.0669, p(X=19) = 0.0211,
=0.0032
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