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Aufgabe: Ein elektrischer Schaltkreis enthalt vier Komponenten A, B, C, D, die wie folgt in Reihe
oder parallel geschaltet sind:

C

A B

D

Die konstanten Ausfallraten der jeweiligen Komponenten betragen: Ay = 0,05, Ag = 0,02, A¢ = 0,05,
Ao = 0,1 pro Jahr. Es soll die Wahrscheinlichkeit des Funktionierens des Schaltkreises Uber den
Zeitraum von einem Jahr berechnet werden, zudem die Ausfallrate des gesamten Systems.

Lésung: |. Konstante Ausfallraten treten in der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Zusammenhang
mit der (stetigen) Exponentialverteilung fir t=20 auf. Flr eine konstante Ausfallrate A ergibt sich da-
bei als Funktion der Ausfalldichte:

f(t) = Ae™ (t20)
aus der (durch Integration) die Verteilungsfunktion der Ausfallwahrscheinlichkeit folgt:
F(t) =1 —e™ (t20).
Die Funktion der Uberlebenswahrscheinlichkeit (als Gegenwahrscheinlichkeit) ist folglich:
R(t) = 1 — F(t) = e™ (t20).

Ist zudem die Zufallsvariable X exponentialverteilt, misst sie also den Zeitraum bis zum n&chsten
Ausfall bei einer Ausfallrate A, so gilt fir Erwartungswert und Varianz bzw. Standardabweichung:

Erwartungswert E(X) = % Varianz Var(X) = /]iz => Standardabweichung o = %

Il. Die Mathematik hélt die Aussagenlogik tiber die Booleschen Gesetze bereit, und zwar:

Konjunktion (und, [)

A B ALB
wahr wahr wahr
falsch wahr falsch
wahr falsch falsch
falsch falsch falsch

Disjunktion (oder, [ )

A B ALB
wahr wahr wahr
falsch wahr wahr
wahr falsch wahr
falsch falsch falsch

Kénnen A und B als Komponenten eines Systems interpretiert werden und sind Ra(t), Rs(t) deren
Uberlebenswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt t=0, so gelten (auch wegen des Additionssatzes fir
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Wahrscheinlichkeiten [ p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A n B)] und der stochastischen Unabhan-
gigkeit von Ereignissen [ p(A n B) = p(A) p(B))):
RACB(t) = Ra(t)-Ra(t), RA L B (t) = Ra(t) + Ra(t) — Ra(t)-Ra(t).

ll. Aus den konstanten Ausfallraten Ay = 0,05, Ag = 0,02, Ac = 0,05, Ap = 0,1 errechnen wir zu-
nachst die Uberlebenswahrscheinlichkeiten der vier Komponenten A, B, C, D gemaf der Exponen-
tialverteilung mit:

Ra(1) =% =0,9512=95,12 %

Rg(1) = e%% = 0,9802 = 98,02 %
Rc(1) =e%% =0,9512=95,12 %
Ro(1) = €%' = 0,9048 = 90,48 %.

IV. Der Schaltkreis mit den vier Komponenten A, B, C, D ist aussagenlogisch als:
ALBL(CLD)

darstellbar. Daraus folgt:

RcC b (1) =Re(1) + Ro(1) — Re(1)-Ro(1) = 0,9512 + 0,9048 — 0,9512:0,9048 = 0,9954 =>
RaCBC(cCD)(1)=Ra(1)-Re(1)-RcC p(1)=0,9512-0,9802-0,9954 = 0,9281 = 92,81 % = R(1)
als gesuchte Wahrscheinlichkeit fir das Funktionieren (Uberlebenswahrscheinlichkeit) des Schalt-
kreises. Die Ausfallwahrscheinlichkeit beim Schaltkreis betragt im Ubrigen:
F(1)=1-R(1)=1-0,9281 =0,0719 = 7,19 %.

V. Aus der Uberlebenswahrscheinlichkeit des Schaltkreises R(1) = 0,9281 lasst sich vermdge der
Beziehung R(t) = e™ die Ausfallrate fiir das System berechnen. Es gilt damit:

R(1) = e < 0,9281 = e & -A =In(0,9281) = -0,0746 <> A = 0,0746.

Die Ausfallrate des gesamten Systems betragt: A = 0,0746 mit der Uberlebenswahrscheinlichkeit
R(1) = e %% sowie der Ausfallwahrscheinlichkeit F(1) = 1 — %€ = 0,0719.
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