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Aufgabe : Berechne das unbestimmte Integral
x> +1
J- 3 7 OX
X(x* +1)

Lésung : I. Zur Berechnung des unbestimmten Integrals verwenden wir die Methode der Partial-
bruchzerlegung des gebrochen rationalen Integranden f(x), d.h. die Zerlegung des Bruches ge-
mal:

f(x) =

C X" +...+ €,
a(x=x)" L.OX* + px+0;)° L.
LA L A, AR A E B X C
a[x=x  (x=x)" X Hpxtq (X +px+q)”

wenn nur das Nennerpolynom in lineare und quadratische Faktoren zerlegt ist und das Zahlerpoly-
nom einen kleineren Grad als das Nennerpolynom besitzt. Mit den zu bestimmenden reellen Zah-
len Ay, ... ergibt sich dann die Summe von einfachen Briichen auf der rechten Seite der Gleichung
(*). Diese aus der Partialbruchzerlegung entstehenden einzelnen Integrale werden u.a. nach der
Substitutionsregel gelost:

[ f(909) ' (dx = [  (u)du = F(u) = F(g(x)) mit:u=g(x), u'(x) = o = U0dx=du,

weiter nach der Potenzregel:

o ),

1
—dx In|x — = n>1),
x4, -[(x a)" (n—l)(x—a)"'1 (n>1)
schlie3lich nach den Regeln fiir quadratische Faktoren:
[ZEP gl w g, [ 2P - DLy
X+ px+(q (X* + px+q)" n-1(x*+px+q)"

I 1 dx = 2 (arcta _2Xtp_
X"+ px+q - 4q- p? Jag-p* )

J» 1 1 2X+p +p
(

2X
dx = [arctan—— || (49— p*> > 0).
x*+px+q)® 49— p*| x*+ px+q w/ - p? {1/4q— pZJ

Il. Zerlegung des Nenners der zu integrierenden Funktion: Wir zerlegen zunachst den Nenner des

x2+1

Integranden f (X) =———— in lineare und quadratische Faktoren, was den Term x*+1 =

X(x® +1)

(x+1)(x>~x+1) betrifft (es gilt hierbei die Polynomdivision: (x*+1):(x+1) = xX*-x+1). D.h., es ist:
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F(x) = x> +1 _ X% +1 _ X% +1 .
TXCHD)? (XFDOE —x+DP | X(XFD(E —x+D)2

lll. Partialbruchzerleqgung: Es gilt der Ansatz:

2
F(x) = X" +1 é+ B, N B, +C1x+D1+ C,x+D,

Cx(X+DE(X*-x+D2  x  x+1 (x+D? x2-x+1 (X2-x+1)2

(***) .

Multiplikation von (***) mit dem Nenner X(X +1)*(x* = x+1)* des Integranden ergibt:
x> +1=
AX+1)*(X* =x+1)% + BX(X+D(X* = x+1)* + B,x(x* —x+1)*
+(Cox+ D) X(X+D*(X* = x+1) +(C,x+ D, )x(x +1)* (=)
Einsetzen bestimmter x-Werte in (****) fihrt zunéachst auf die Beziehungen:
x=0:1=A
Xx=-1:2=-9B,=>B, =-2/9
X=1:2=4A+281+Bg+2C1+2D1+4C2+4D2:>281+2C1+2D1+4C2+4D2:‘34/9
Xx=2:5=81A+ 54B, + 1882 + 108C1 + 54D, + 36C2 + 18D2 =>
54B; + 108C; + 54D, + 36C, + 18D, = -72
X=-2:5=49A + 9881 - 9882 + 28C1 — 14D, + 4C2 - 2D2 =>
9881 + 28C1 - 14D1 + 4C2 - 2D2 =-592/9
x=3:10=784A + 441B, + 147B, + 1008C,; +336D; + 144C, + 48D, =>
441B; + 1008C; +336D, + 144C, + 48D, = -2224/3
x=-3:10=676A + 1014B; — 507B, + 468C; — 156D, + 36C, — 12D, =>
1014B, + 468C, — 156D, + 36C, — 12D, =-2336/3

Die letzten funf Beziehungen ergeben ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten B;, Cy,
D;, C, und D,, das mit dem Gaul3-Algorithmus Iésbar ist:

Lineares Gleichungssystem:

+ 18B; + 18C; + 18D; + 36C, + 36D, = -34
+ 54B; + 108C; + 54D; + 36C; + 18D, = -72
+ 882B; + 252C; - 126D; + 36C, - 18D, = -592
+ 1323B; + 3024C; + 1008D; + 432C, + 144D, = -2224
+ 3042B; + 1404C, - 468D; + 108C, - 36D, = -2336

Anfangstableau:

18 18 18 36 36 | -34
54 108 54 36 18 | -72
882 252 -126 36 -18 | -592
1323 3024 1008 432 144 | -2224
3042 1404 -468 108 -36 | -2336
1. Schritt: 1*(2) - 3%(1) / 1%(3) - 49*(1) / 2*(4) - 147*(1) / 1*(5) - 169*(1) /
18 18 18 36 36 | -34
0 54 0 72 -90 | 30
0 -630 -1008 -1728 -1782 | 1074
0 3402 -630 -4428 -5004 | 550
0 -1638 -3510 -5976 -6120 | 3410

2. Schritt: 3%(3) + 35%(2) / 1*(4) - 63*(2) / 3*(5) + 91*(2) /
18 18 18 36 36 -34

|
054 0 72 90 | 30
0 0 -3024 -7704 -8496 | 4272
I
I

0 0 -630 108 666 -1340
0 O -10530 -24480 -26550 | 12960
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3. Schritt; -24*(4) + 5%(3) / -56*(5) + 195%(3) /
18 18 18 36 36 | -34
0 54 0 72 90 | 30
0 0 -3024 -7704 -8496 | 4272
|
I

0 0 0 -41112 -58464 53520
0 O 0 -131400 -169920 | 107280
4. Schritt: -571*(5) + 1825*(4) /
18 18 18 36 36 | -34
0 54 O -72 -90 | 30
0 0 -3024 -7704 -8496 | 4272
0 O 0 -41112 -58464 | 53520
0 0 0 0 -9672480 | 36417120
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 18B; + 18C; + 18D; + 36C,; + 36D, = -34
+ 54C; - 72C5 - 90D, = 30
- 3024D; - 7704C, - 8496D, = 4272
- 41112C, - 58464D, = 53520
- 9672480D, = 36417120
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
D2 =1/3
Cz =-1/3
D1 =1/3
C1=-5/9
Bl=-4/9
Die Identitat (***) wird damit zu:
4 2 5.1 1 .1
) _ = = = = =
x“+1 1, 9, 9 ., 9 3, 3 3 _
X(X+D)?(x* —=x+1)* x x+1 (x+D?* x*-x+1 (X*-x+1)°?

1 41 2 1 1 5x-3 1 x-1

X 9x+1 9(x+1? 9xt-x+1 3(-x+p? D @-E=@=O.

IV. Wir berechnen nun gemaf

x> +1
I 272 2dX
X(X+1D“(x“—x+1)

5x 3
J'—dx——x—+1 _J(x+l) _J- 2-x+1 _J(x —x+1)

die aus der Partialbruchzerlegung sich ergebenden Einzelintegrale (1) bis (5) wie folgt:

(1): .[%dx: In|x]

1
): jx—ﬂdx =In|x+1

(3): [———d =t
(x+1) X+1

nach der Potenzregel, weiter:
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6 1

[543 4, _Ihdxﬁj&dx_jﬁ _

=2 o | =
X*=X+1 X =-x+1 2 XZ—X+1 X2—X+1
4
2x-1 2X 1
@ _J-4d __j— _J- - —dx—
X —=x+1 X =x+1 NG —x+1 (ZX 1}
+1
NE
§In(X2—x+1)—garctarE2X_1J[.|\/_§ §In(x —x+1) - iarctar{zx_lj
2 3 \/§ 2 2 \/é \/g
IZX;ldeZEI%dXZEI 22x—1 de_J. 2 1 )=
(X2 = x+1) 27 (X2 —x+1) 2(9 (x> -x+1) (X2 - x+1)
2 1 1 1
_I PRI et
g 2 T (" =x+1)
5):
1 1 1( 2x-1 2.2 2x-1)) _
ST |3l 57— tZ;Uzarcta =
20 x*=-x+1) 2{3(x*-x+1) 3 \/§ \/g
Sl 1 12kl 2 (2x=1) 1 x+] et 2071
2x?>-x+1 6x*>-x+1 3\/§ @ 3X —x+1 3\/— —\/—

gemalf den obigen Regeln fur quadratische Nennerfaktoren im Integranden (im Wesentlichen also
gemalf der Substitutionsregel).

V. Das Zusammensetzen der Einzelintegrale ergibt gemaf (*****) das gesuchte unbestimmte In-
tegral:

J- x?+1
X(x® +1)2

In - —In| +1- _( —il) é(gln‘xz—x+:q—%arcta62i</%ln
1 1 x+1 2x-1
_;_3( 3x2-x+1 3\/5 fTD_

In|X - —In| :lj 1) 158In‘x2—x+j+$arctaﬁzgl]

X+1 2 arcta 2x-1 _
"9 —x+D)  9J3 J3
x+1 1 2x-1
In —Inx+ ——Inx -X+ arcta
A=+ =g 1 9(x+1) "o -x+D) 343 ﬁ@]
Das unbestimmte Integral lautet damit:
J- x?+1 _
X(x® +1)2
4 5 2 X+1 1 2x-1
In[X —=In[x+1 ——In|x* - x + + arcta C
=gt gh 1 ox+D) 9 -x+1) 33 ’Eﬁs }
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mit C als Integrationskonstante.
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